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������� ����	�	������	 �� ������ �������������	 ��� ���� �� ���� ������� ������
��� ������������� ���� ��� �  ! �� "�� �#!$ %�&�'��� ���� ��	�������� ����	(
�)��� ����������	� �)���� (�	������ �� ���� ������� ��	�� �	� �����(� �* �	*�����
���	 +�'�	 �	�� � *�& ���� �* ������ �	*�������	, ��()� �� ���*�� �� �	 ��������$

�� �������� ����	( �)� (�	������	 �* �	 ��� ��(	����� �� � ������(���)�� ���
'���� �)� ������ ����	�	� �� ���� �� ���	�*��� �	 �	��� ������� �� �)� �����(�
�	�� � ��(���� ��(	����� '�� ������� ����	�	������	$

-���	(� �	� ��&�� �������� .��� �	�������� �� /��)�� �00� 0 ! ��� 	�& &���
������� �	� '������ ���	����������� )�'� ���	 ��������$ -)��� ������� ����
����	� � ���� �)���� &)�	 ��	������	( ��������	� �)�� �	'��'� ������ ���� �	�
��
���� � ��	( ����������	 ����$ 1	 (�	����� 	��'� �������	�����	� ���� �	*���
�����	 ����� �)� ������ ���$

1	 � !� 2���	 )�� �)�&	 �)�� ��'���� ���	����������� ��� �������� �� ����
'�	� �)�� ���� �* �����(�$ 1	 �)� ��	���� �* 3������� 2��'� 2������������ +322,�
)� �������� ��4���	� ���)	�
��� ����� �	 ���	��	( �)� �������� ���� ��	����
�����$ �	 �����	���'� �������) �� �� ��	����5� �)� 	����� �	� �)� ��
��	��
�* ����� �	 �)� �������������	 ��(����)� �����*$ 1	 �)�� ���� �* ���	����������
�)� ����� ������ �������������	 ��(����)� �	 322 �� �������� �� � ��	����5��
�������	�����������	 �)��	$ 
��� � (�	���� ���������'�� �)� ���� �� �� ����& ���
�����	�� ������� �	 �)� ������ ������ �������	�����	$ 6)�	 ���	( �)� ��� �* ��(���
{0, 1,−1}� &� (�	������ ����� �* 7�	��� ��(	�� "�(�� +7�", �������	�����	$ -)�	



�)� �������������	 ��(����)� ����� �� ��	��� � '���� �������	�����	 �* �)� ������
������$ �������� ��'���� ��(����)�� �* �)�� ����� )�'� ���	 �������� �	 �)� ���
��	� ����� �8� 09�  :!� ��	� �* &)��) )�'� ���	 �����	 
������ �0;�  ;�  8!$ 1	 �)��
������ &� �����	� � 	�& ���� �)�		�� ������ �(��	�� ��	����5�� ����	�	������	
���	�����������$ 6� �����'� �)�� ������ �	��()��	� *�	����	��� ��*���� �	 �)���
��	��������	�$

7�������� ��� ������ ���	���� �� �)�� �	 �������� )�� �)������ ������ �� �
������(���)�� ��'��� �	� ����� �� .	� �)� ���'��� ��� ���� �� �)� ��'���$ %� .���
�����	� ��4���	� �	�������	� �* � .��� �����(�$ ��	�� �)� ������ �������	�����	
�� ��	����5��� �)� ������(���)�� ��'��� ���*���� � ��4���	� ����������	 ���)
����$ %�&�'��� &� &��� �)�& �)�� ��������	� ����� *��
��	��� �� ���) ���� �*
����������	$ -)�� ��	 �� �������� ���	( ��&�� ��	�������	 ���'�� �	� ��'���
�������� �	*�������	 ��	���	�	( �)� ���'��� ���$ <�� ������ ���� 	�� ����	�
���) �	 &)��) ������ ��� �	�������	 ��)��� �� �������� ����� �� &� *���� �	
�)� ���� �* 322�$ 
���)������� �)� %�����	=� ���	���������� �8!� �������� ��
2%3�=: � &�� ����(	�� ���(�	���� *�� 322�$ 1� �� �����()�*��&��� �� ����� ���
����� �� ��������� �	�������	 ��)���� �	� �'�	 �� ��(	����� ��)���� ����� �	
��� &��) � �������	����� �����	( +�$�$ &��)��� ��	����5����	, ���) �� �/2�>0
'0$? � 9!$ 1	���� ��� &� 	��� �� �)� ������� �� ��	� �)� ���� �	��� ��'���� �����
�� �)� ������(���)�� ��'���$

1	 �)�� ������ &� .��� ������ �)� ��������� ��	��� ������ �������������	 �	
�������� ���'��$ -)�	� &� ����@� �������� ��4���	� ����� �* ���� �)�		�� �������
���) �� ������ ��&�� �	������ +���, �	� "�4���	���� ��&�� �	������ +"��,
��� ���� �)� ������ �* ������(��� "�����) �	� ����	 �0#! �	 ����� �� ����'���
�����	 ���	�����������$ A���� &� �������� �)� ���	������ �* ���	�����������
���	( � ��	����5�� 7�" �������	�����	 �)���() �)� ������� �* �8!$ 1	 �)� ����
�&� ������	�� &� ������ ���� ��B�� &���	����� �	 �)�� *����� �* ��(����)�� �	�
�������� � 	�& ��������	������ ������ �(��	�� �)� *��� %�����	=� ���	����������$
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1	 ��������� ������������� ����� �	 �)� ��� �� �	 �)� �������� ��(����)� �����
���� �)� ���	 ��������	 �� ������� ����	�	������	$ 1	 �)� �������� ���'� �����	(�
�)� ��������	��	( ��������	 �� �)� ������ �������������	$ 
��� �	 ��(����)���
���	� �* '��&� �)��� �&� ��������	� ��� '��� �������C �)� �	�� ��4���	�� �� �)�
�	������	( (���� ���������$ 1	 �)�� ������ &� ��	����� ��������	� �'�� � (�	����
(���� &��) ������'� 	������	�$ 6� �� 	�� ��� �������	�� ���������� �* �)�� (����$
-)� ��	��
��	�� �� �	 ��������� ����������	 �� �)� �������� ���'� �����	( ���
�� �)���� �� ����� �)�� ��� &)�� &� ����� ��	 �� ������ ���	������ �� �������
����	�	������	$

������ �������������	 �� ������� ���*����� ���	( �)� D��������	�����E ���)��
�)�� �������� k×P *��� � ���	� P � ���	( �)� ��	��� �������	�����	 �* �)� ������
k =

∑n−1
i=0 ki2i F

k × P =
n−1∑
i=0

ki ×
(
2i × P

)
-)�� ���)�� �� ��'������ �	���( �� �)� D�
������	����������E ���)�� *��

������� ����	�	������	$ -)� �������	( ��(����)� �� ��������� �	 
�(��� 0� &)���
O �� �)� ���	� �� �	.	���$
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1� �� &��� �	�&	 �)�� �)� 	��'� ��������	����� ��(����)� �� ���B��� �� �)� ��&��
������� �	�������� �� /��)�� �� �� �0 !$ ���� ���������� �)�� �	�������� �&�
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 	 ����� P � 	� n)%�� ����+�� k =
Pn−1

i=0 ki2
i

������
 k × P
Q = O
��� i ���� n − 1 ��1� �� 0

Q = 2Q
�� 5ki == 16 �-�� Q = Q + P

������ Q

���� �� :	�(� ;���%��)	��)	��< 
�	�	� ���������	���� 	�+����-�

����� �* ��&�� ������� F ������ ��&�� �	������ +���, �	� "�4���	���� ��&��
�	������ +"��,$

��� �����	 �
�	� 
�
�����

-)� .��� ���� �* ������ ��	����� �	 �����'�	( �)� ��&�� ��	�������	 �	 ����� ��
(���� &)��) �	��������	 �� ��������$ 
�� �������� �	 �)� ���'���� ��(����)�� �	�
��	 ������ ����'�� �)� ����	�	� k =

∑n−1
i=0 ki2i� ���'���� �)� ������	( �	��������	

��	 �� �����	(���)�� *��� �)� ���	� �������	$ -� �'��� �)�� ������� �)� �����
D��������	����� ��&���E ��(����)� �� ������� ����.�� ���	( ��������� D�����E
�	��������	� +��� 
�(���  ,$

	
���
 	 ����� P � 	� n)%�� ����+�� k =
Pn−1

i=0 ki2
i

������
 k × P
Q[0] = O
��� i ���� n − 1 ��1� �� 0

Q[0] = 2Q[0]
Q[1] = Q[0] + P
Q[0] = Q[ki]

������ Q[0]

���� �� ���%��)	��)	�� 	�1	#
 	�+����-� ��
�
�	�� 	+	��
� !�0

���)��() �)�� 	�& ��(����)� �� ����	� �� ���� � ���� ���)��������� ������
��	� �* ��&�� ��	�������	 �������� ����� �	����� �)� ����'��� �* �)� ������
������ k$

��� ���	�	���
� �
�	� 
�
�����

"�� ���� ��&�� ��	�������	 �� ������'� �	*�������	 �	 �)� �����	� �* �)�
�	��������	$ ���� ���������� �� 	� ��	(�� *������ �	 &)��) �	��������	 �� ��������
��� �	 �)� %����	( &��()� �* �)� �����	�� ���� �� �)� �	��������	$ ���) �������
)�'� ���	 ���������� �	 �)� �������� ���'� �����	(� �	 � � 08!$

-)�� ���)	�
�� ��	 ���� �� ���� �	 � ��4���	� &��$ ������(��� "�����) �	�
����	 �	�������� D�������� 3���	�	� ��	(�� "���E ������ �0#!$ A��� �)��� *�� ���
�������� � ������ 	��� &���� �� D�������� ������ ��	(�� "���E$ 6� .��� ������
�)�� &� )�'� �&� ���	����� ��'���� �'������� &��) �)� ���� �������	�����	 �* �)�
��(����)� �* 
�(���  � �	� &��) �	 �	�	�&	 ������ k �	� �	��)�� �	� *�� &)��)
�)� ������ e ��	 �� �)���	 �	� ����.��$ 1	 ����� �� �����'�� �)� '���� �* k� ���	(

9



����������	 ���&��	 ��&�� ��	�������	 �	� �����	� '����� &� ��	 ����� �)�
*����&�	( ��(����)�$ 6� (���� �)� ��� kn−1 �* k &)��) �� .��� ���� �	 �)� �������
�	����� ��(����)� �	� &� ��� en−1 �� �)�� (������ '����$ -)�	� &� �������
�)� ��&�� ��	�������	 �* �)� �&� ��'���� ���	( �)� ������ �������������	 �* �)�
���� �����(�$ 1* �)� ��	�������	 �� ������� ����	( �)� .��� �&� ����� �* �)�
�		�� ����� �� ���	� �)�� &� )�'� (������ �)� ������� ��� kn−1$ <�)��&���� �* �)�
��	�������	 ��4��� �	 �)� ����	� ����� �� ���	� �)�� �)� '����� ��� ��4���	� �	�
�)�� &� )�'� (������ �)� &��	( ���$ ��� �*��� �)�� �������� &� �	�& �)� ����
��(	�.��	� ��� �* k$ -)�	� &� ��	 �����'� ��� �	�&���(� �	 k �� �������	( �)��
������ �� .	� ��� ���� �� �� �� ����������� �	 �)� ��(����)� �* 
�(��� 9$

��� i ���� 0 �� n − 1
ei = 0

��� i ���� 0 �� n − 1
en−1−i = 1
�-��
� P �	�����#
���%��)	��)	��5P �k6 �� ��(��� &
���%��)	��)	��5P �e6 �� ��(��� �
�� �� ������	���� 	� 
��� 5i + 16 en−1−i = 0

������ e

���� �� *=!� 	��	�. �� 8�� 
����� 
�	�	� k

-)�� ��	� �* ������ �� &��� �	�&	 �	� ���� ��������� ���	����������� ���
�*��	 �������	��� +��� � � G!,$

� ���������
����� ��
�� 
 �
����
��� �	
�
�

���������
�
��

1	 �)� ���� �* ������ �������������	 �	 322� �)� ���� ������� ���	�����������
�(��	�� "�� ��� �)��� �������� �� 2���	 � !$ -)�� �	����� ��	����5�	( �)� ���
���� ������� ���	��	( �)� ���	� �	� ���	( ��	����5�� ���B����'� ������	����$ A�&
��������	� *�� �������	( �)��� ���	����������� )�'� ����	��� ���	 �������� �?�
;! ��� 	�	� �* �)�� &���� &)�	 ��� ���������	� �������� �� 2���	 ��� �������
�������	������$ 1� �����	� �� �� �	'����(���� �* 2���	=� ���	����������� ��	 ��
��*����� �	 �)� (�	���� ����$

�	 �����	���'� �� 2���	=� ���	����������� �� �� ��	����5� �)� �����������
���	 ��(����)� �����* �� �	�������	( ���� ��	��� �������	�$ -&� ����	� ������
�����	� �8�  :! ��� � ��	����5�� �������	�����������	 �)��	� &)��) �� �
��'���	�
�� �������	� �)� ������ &��) �)� �����	���'� ��� �* ��(��� {0, 1,−1}$ 7��) �* �)��
����� �������	� ���*����	��� �	 ����� �* ������ �� �)�� ������ �� �� '��� ���
������'�$

%�&�'��� �)��� ���	����������� ���	� �� 	�� ������� �(��	�� ���$ -)�� &��
����������� ����	��� �� ��'���� 	�& ������� �0;� 0H� 0G!$ -)�� ������ *��� �)� ���
�������	 �)�� �����	(���)�	( ���&��	 �)� ���	� �������	 +�� ����������	, �	�
�)� ������	( �	��������	 �� ��������$ �� 2%3�=:9� � �	�.�� *����&��� *�� ���)
�������� ������ �)� %����	 �����' ����� ������� &�� �������� �� /����* �	�
6�(	�� �0:!$ %�	�� ��	����5�� �������	�����	 ���)	�
��� ��� ���*�� �� ���	����
��� "�� ������ ��� 	��� �� �� ����	(�)�	�� �	 ����� �� ������ ���$

� �������� �	)�	����	� �� �� ��� ������� �������� ���'�� &)��� �)� ���	� ���
�����	 +�� ����������	, �	� �)� ������	( �	��������	 ��
���� ������� �)� ����

#



.��� ��������	� �0� H� 09!$ �	��)�� �������) �� �� ���	�*��� �)��� ��(����)��
�	�� D��������	��������&���E ��(����)��$ 7��������� �)�� ��������	�� �� �)� ���
���	���������� �������� �� 2���	 � !$ -)� %� �	� ���	=� ����� �8! ��������
�������� � ��������	� ��(����)� ���	( �)�� ���)	�
��$ -)�� ����	(�)�	�� '���
���	 ����� �����	� �� �� �����	$ 1	 �)� 	��� ������	�� &� *���� �	 �)�� ��(����)�
�	� �)�& )�& �� ����� �� ���	( � ���������� ��4���	� �������) �� �)� �����'
�����$ ���� (�	������ &� ������ ���� �������	� ��*���� �	 �)�� ����� �* ���	�
�����������$

��� ��	 �
��

� �
���	��	
���	

1� �� &��� �	�&	 �)�� �	� ������'� �	��(�� k ��	 �� �������	��� �� � .	��� ���
�* �)� *��� k =

∑
di × 2i &)��� di �� �	 � �������� .��� ��� �* ��(���$ 6)�	

di ∈ {0, 1}� &� �����	 �)� ����� ��	��� �������	�����	 �* k$ �	��)�� ��������
�)���� �� �� ��� �)� ��� �* ��(��� {0, 1,−1} �)�	 &� ����� �* 7�	��� ��(	�� "�(��
+7�", �������	�����	$ ���) � �������	�����	 �* k �� ������� 	� ��	(�� �	�
��$
%�&�'��� �)��� ������ � �	�
�� �������	�����	 &)��� 	� �&� ��	������'� di=� ���
	�	�5���� �$�$ didi+1 = 0 *�� ��� i ≥ 0$ -)�� �������	�����	 �� ������ �)� DA�	
��B���	� 
���E +A�
,$

-)� %�����	 ���	���������� �8! ���� ��	����� *��� �)� A�
 ������	( ���
(����)� �� ���� �� ��	��� � �������	�����	 *��� � ������ �* �	����� ��	(�) n ����$
�������� �)��� ����� ��	� &��� �� ����� � �������	�����	 �* �)� *���

k =
n−1∑
i=0

di × 2i

&)��� di ∈ {0, 1,−1}$ 1	���� �)�� ������ �	������ �)� ��	��� �������	�����	�
�)�� ��� ������'� �	��(��� k ≤ 2n −1 ��� �	������ ���	( &��) �)��� ���������$ 7��
�)��� ��� 3n �������� �����	����	�� �� �)� �������	�����	 �� ������� ����	��	�$
-)� �������� ���	���������� ����� �	� �* �)��� �������	�����	� ���	( �	 ������
���� ��	��� ������$ -)�� ��	����5����	 �� ��������� �	 ������	 #$ $ "���	( �)�
�������� �� ��� �	������ �)� 	����� �* ��(��� �* k *��� n �� n + 1$

<	�� � 	�& �������	�����	 �* k )�� ���	 �)���	� �)� 	�& ��(��� ��� ���� �	 �)�
�������������	 ��(����)�$ 6��) �)� ����� ���)���� �	�� ������	( �	� �������	
��� �����$ A�&� ����������	� ��� ���� ����� �	�� �)� ��(����)�$ -)�� ���� �*
����	( �������	 �	� ����������	 �	 �������� ���'� ����������	� )�� ���	 �	�&	
��	�� � ��	( ���� �0?!$ -)� *��� ��������	� ���	���������� &��) D��������	��
��� ��&���E ��(����)� ������� F

	
���
 	 ����� P � 	� ����+�� k =
Pn

i=0 di2
i

������
 k × P
Q[0] = O
P [1] = P � P [−1] = −P 	�� P [0] = P
��� i ���� n ��1� �� 0

Q[0] = 2Q[0]
Q[1] = Q[0] + P [di]
Q[−1] = Q[1]
Q[0] = Q[di]

������ Q[0]

���� �� :0 %	
�� *��������	���� 0�+����-�

?



��� ��	 �
��
���
��
� 
��
�����

-)� ���)	�
�� ���� �� (�	����� ��(��� di ∈ {0, 1,−1} �� '��� �I���	� ��	�� ��
���� � ������ ����� �	� �	������� �)� ��	(�) �* �)� ������ �� �� ���� �	� ��(��$ 1�
�� '��� ������� �� �)� ���)	�
�� ���� �� ���	�*��� � ��	��� �������	�����	 �	�� �
A�
 �������	�����	� ��*����� �� �� A�
 ������	( ��(����)�$ �	 �	������ �* �)��
��(����)� �� (�'�	 �	 �9!$ 
�� �)� ������� �* ��� ������� &� &��� �������� �� ���	(
�)� *����&�	( 	������	� F

� ��	��� '���� ������ R =
∑i=n−1

i=0 ri × 2i �� (�	������ �	� ��������� �����
����� ������ ci� ��� ���� +c0 �� ��� �� 0,$ -)� ��(��� di ��� �)�	 �������� ���	(
�)� *����&�	( ����� +����	 *��� �8!,$

1	��� <�����
ki+1 ki ci ri ci+1 di

: : : : : :
: : : 0 : :
: : 0 : : 0
: : 0 0 0 �0
: 0 : : : 0
: 0 : 0 0 �0
: 0 0 : 0 :
: 0 0 0 0 :
0 : : : : :
0 : : 0 : :
0 : 0 : 0 �0
0 : 0 0 : 0
0 0 : : 0 �0
0 0 : 0 : 0
0 0 0 : 0 :
0 0 0 0 0 :


�� �	���	��� *�� � ������ �* ��	(�) n = 9 ����� k = ���������2 = 478 �	�
&��) r = ���������2 &� �����	� c = ����������2 �	� d = ������������2 &)���
�� = −1 �� ��.	����	$ 6� ���� a �)� ��� �* k �	� k

2 ⊕ r� �	�
∑i=n

i=0 ai × 2i ���
��	��� �������	�����	$ 2�	��
��	����

k + (
k

2
⊕ r) = a =

n∑
i=0

ai × 2i

-)� ci=� ��	 �� ���	 �� �)� ����� ���� �	 �)�� �������	$ -)�	� �� ��.	����	 �* �)�
���� di=� �	 �)� ���'���� ������

di = ai − (ki+1 ⊕ ri)

*�� 0 ≤ i ≤ n$ -)���*���� �)� *����&�	( �������	 )����

n∑
i=0

di × 2i = a − (k/2 ⊕ r) = k

&)��) �)�&� �)�� &� �������� ������� �	 �����	���'� �������	�����	 �* k$

� ��
������� 
� �
����
��� ���������
�
���

1	 �)�� ������	� &� �������� )�& �� ������ �)� %�����	 *��� ���	����������$
<�� ������ ����� ��'�	��(� �* �	)���	� &���	����� �	 �)� ��	����5�� 7�" ����
����	�����	$ �����'��� �� ��()� ���� �� ������� �� �	� ���	���������� ����� �	
� ������� ���	�����$

;



 �� !
�����
� "��
�#�

���� �)�		�� ������� ����� �	 ��������	 ��������	 )�'� ���	 ����	��� �������
&��) ������� �� ����� ���)��� � #! �	� �� ������ ��� ������������� �?!$ ���)��()
�� ��()� �� ��I���� �	 �������� �� ������ &)��) ����������	 �� ��	� �� �)�
������(���)�� ��'���� �� �� ������� ���) ������ �� ������ �	���	�� ���� ��������	�$

�� �	���	��� �� �	���5�	( �)� ��&�� ��	�������	 �* � ����� ����� �	 ��'������
��� �� ���� �� ���� &)�	 �)� ���� ��
��	�� �* �	��������	� �� �������� �� �)�
����$ ���� ���������� �* �)� ���� �������� 2 × A �	� 2 × B� �)� �������� �� 	��
���� �� ���� �)� '���� �* A 	�� B� ��� )� �� ���� �� �)��� �* A = B$ ���) �	
���������	 �� �����	���� �� ��	( �� �)� ����������	 ����� ��	� ����� ������
�	� ����	�� (������ �	 �)� '���� �* �)� �����	�$ � ����	(�� '����	� �* �)��
���������	 )�� ���	 '�������� �� ��)���� �� ��� �	 � #!$ 1	����� �)�� ��� ����
�� ������ ��������	� ����	( �	� "3� ���	� ����������	 &)��) �� ��(����� ����
��I���� �)�	 �������	( ��������	� ����	( � ������	( ��������	$ 1* �)� 	���� ��
	�(��(����� � ������ ���������	 �* �)� ��&�� ��	�������	 ���'�� �� ��I���	� ��
������ � ��������	$

6� 	�& *���� �	 �)� ��	����5�� 7�" �������	�����	 �	� �)�& )�& �� �����	
�	���	�� ���� ��������	� ���	( �)� ��	����5����	 ��(����)� ��������� ���'������$

 �� $��	��	��
�	 ��
�	� �� ��	 ���������
��
� 
��
�����

-)� ��	����5����	 ��(����)� �������� �	 �8! ������	��� (�	������ � ���(� 	���
��� �* �����	���'� �������	�����	� �* �)� 	����� k$ ��	�� n ���� �* ��	���	���
��� ����� &� ��� �	���� ������ �� �����	 �� �� 2n ��4���	� ��
��	��� �* ��(���
di *�� ���) k$ %�&�'��� �� &� )�'� ���	 ��*���� �)��� ��� �	�� 3n+1 �������	���
���	� &��) (n + 1) ��(��� di &)��) ���� ��������	� �� 2n �������� '����� �* k$
2�	��
��	���� �)��� ��� �	 �'���(� � (

3
2

)n
�������	�����	� ��� '���� �* k� �	�

	�� 2n ��	����5�� �������	�����	�$ �����'��� �� ���) ���� �* �)� �������������	
��(����)�� �)� �	���	�� ����� ��� �	�� ���� � ������� 	����� �* '�����$ 
�� ����
�* ����������� &� ������� �	 �)� *����&�	( �)�� ����������	� ��� ���� ��&�����
&)��� �)� ��(����)� �	������� �������� �� ��&	&���� +��� 
�(��� #,$ 1� �)���� ��
����� �)�� ���) ��������	� ����� ������� ����������$ 1	 �)� ��&��� ��������	� �*���
t ������ �)� '���� �* Q[0] ��������	�� ��

Q[0] =

(
t−1∑
i=0

di × 2i

)
× P

= Dt × P

&)��� Dt =
∑i=t−1

i=0 di×2i ��	���� �)� ������� ��� �* �)� ��(��� di �	� �� �� �����
�)�� Dn+1 = k$ �� ���) ����� �)� �	���	�� '���� Dt ���� ���� �� ���������� &��)
+k mod 2t,$ 1	����� &)�	 &� ����) �)� ���� ��(	�.��	� ���� &� �����	 �)� ��()�
'���� �* k� ������ *�� � ���� �* ���������	 �* �)� *��� dn × 2n$ ���� (�	�������
�� �� ���� �� '���*� �)��

Dt = k mod 2t − εt × 2t

&)��� εt = 0 �� 1$ -)�� ��	 �� �������� ���	 *��� �)� �������	� �* ������	 #$ $
1	����� �� ���� 	����� t�

Dt = ((k + (k/2 ⊕ r)) mod 2t) − ((k/2 ⊕ r) mod 2t)

-)���*���� �*��� t ����� �* ����������	� ���)��() �)��� ��� 2t �������� ��
��	���
�* ��	��� ����� �	�� 2 �	���������� '����� � ��� Vt �	� V ′

t � ��� ��������� ����	��
�	( �	 εt$ -)�� �� ���� �	����	��	��� �* �)� ��������	 �* �)� ����������	 $ 1* &� ��
�� ��&����� �)��� '����� ��� Vt = (k mod 2t)×P �	� V ′

t = ((k mod 2t)−2t)×P
��������'���$ 
���)������� �	 
�(��� ?� &� )�'� �������	��� �)� *��� ��������
���	 �* � A�
 �������	�����	 �	 � ����� �	��(�� ���	( � �������5�� �����$ -)�

8



�&� ���'�� ��������	� �� �)� �&� ��
��	��� �* �������� ������ Vt �	� V ′
t *��

0 ≤ t ≤ n$ �� ���) ����� �)� ����&� �������	� �)� �������� ���	�����	�$ %���5�	�
��� ��(��	�� �������	� �)� ���� di = 0� &)��� ��&���� �	� ��&	&���� ��(��	��
��������'��� �������	� �)� ����� di = 1 �	� di = −1$ %���� &� ��� �)� '����
k =�����������2$ -)� ����� �	� ��&�� ���'� ��������'��� ��������	� �� �)�
�������	�����	� ������������2 �	� �����������������2$

0

kP

possible
transition

sequence of V’t

sequence of Vt

���� �� 0 ���� :0 ������	����

%�&�'�� �	�� � *�& ����� ���	�����	� ��� �������� �� ���) ����$ 1	�����

dt × 2t = Dt+1 − Dt

= kt × 2t + εt × 2t − εt+1 × 2t+1

%�	��� dt = kt + εt − 2 × εt+1$ 1� �� ���� �� ��� �)�� &)�	 kt �� .���� �)��� �� �
�	�
�� �������	 *�� ���) '���� �* dt

kt dt εt εt+1

0 0 0 0
0 1 1 0
0 −1 1 1
1 0 1 0
1 1 0 0
1 −1 0 1

-)��� �� ���) '���� �* dt ��������	�� � �	�
�� ���	�����	 *��� �	� �	���	��
����� �� �	��)�� �� �)� ��������	��	( ���� �* ����������	$ 
�� �	���	��� �	 �)�
���� �* �)� ��&���� ��(����)�� �)�� ����� �* ���	�����	� �� (�'�	 �	 .(��� ;$ �
������� �������� )���� �	 �)� ��&	&���� ��������	$

 �� %���
�	��
� &	
#�	��	� �� ��	 '�� �	��	�	��
��
�

��	������� ���)��() �)� 	����� �* '���� ��	����5�� 7�" �������	�����	 *�� �	�
(�'�	 ������ �� )�(�� �	�� 3 ��������	� ��� �������� �������� �� ���) ���� �* �)�

H
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dt = 1

dt = 0

dt = −1

Vt Vt+1

V ′
t V ′

t+1

kt = 1

Vt Vt+1

V ′
t V ′

t+1

dt = 0

dt = 1

dt = −1

kt = 0

���� �� !�	�� ��	�
�����


�������������	$ 1* &� �	���5� �)�	(� ���� ����*����� &� 	����� �)�� �)� ��(��
��	�� (�'�	 ���'������ )��� �	����	��	��� �* �)� ��	����5����	 ��(����)� ����
�� ����� �	 �����	���'� �������	�����	 �* k$ 1	����� �*��� ���� t� �)� ��4���	��
*��� �)� �����	� �	���������� '���� �� �)� D����E �	���������� '���� +�)� �	� �)��
�)���� �� �����	�� &��) �)� ����� �������������	 ��(����)�, )�� �� �� ±2t� ��)�
��&��� �� �� ���������� �� ������� �)�� ����� �� �)� *����&�	( ���(�� �* ����������	
+�	���� �)�� ��������	� �� ��&��� �* 2 (������ �)�	 2t,$ -)��� �	����	��	���
�* �)� ��	����5����	 ��(����)�� �	� (�'�	 �	��� ������ k ������ � ����� �������
	����� �* ����� ��)�'���� �* �)� �������������	 ��(����)�$

�� &� ��(��� ���'������� �� �� �������� �� ������ &)�	 ��������	� ����� �	
�)� �	���������� ����� �* ����������	� �� �����	( �� �)� ��&�� ��	�������	
���'��$ <'�� � ��� �* ���������	��� 3 (����� +dt = 0, dt = 1, dt = −1, &��� ��
�����	(���)�� �� ���) ���� t �������	( �� ��������	� �	 �)��� ��&�� ��	�������	
���'��$ 3��) (���� ��������	�� �� � '���� �* dt� ��� �	 �������� ��		�� ����
&)��) (���� ��������	�� �� &)��) '����$

 !�� 
��
	�

1	 �)� ���� ������	� &���	����� �* �)� 7�" �������	�����	 )�'� ���	 �	'����(����$
6� ������� �)�� 	� �������	�� ���	���������� �� ������ �)�� �	 �������� ��	
������ �)� ���� ����������	 &��) � ��4���	� ��	����5����	 ���) ����$ -)��
���'���� )�� &��) � ��� �* ���������	��$ "���	��	( �	 ����� ��)�'����� (�����
��	 �� ����� �� ���) ���� �* ����������	$ 1	 *���� &)�	 ��	������	( �	�� �	�
����� �)� ���	�����	� �� 	�� ���'��� �	� ���*�� �	*�������	 �	 �)� ������ ������$
%�&�'��� &)�	 ��	������	( �&� ��	������'� ����� ���	�����	�� &� �)�& �)�� �)�
���� kt = kt+1 �	� �)� ���� kt �= kt+1 ��	 �� �����	(���)��$

(�� ��
 �
�	� ) �
��	����*	 #	� +��� ��
� 
�	 	,�
� 
�� ���	�	��


����� ��� �� ��	����� �)� ���� &)��� kt = kt+1 = 0 +������� �����'����	� )���
&)�	 kt = kt+1 = 1,$ J�� pt(x) ��	��� �)� ����������� �)�� dt = x *�� x = 0, 1,−1

pt(x) = Prob [dt = x]

-)� ���	�����	 *�	����	 �� �������	��� �	 
�(��� ;$ 1	 �������	� �� �� ���� �� ���
*��� �)� ��	����5����	 ����� �* ������	 #$ �)�� &)�	 �&� ����� ���	�����	� ���
�������� +��������	��	( �� dt = ±1,� ���) ����� &��) ����������� 1

2 $ 
�� ��������

G



�	 �)� ���� kt = kt+1 = 0� &)�	 ��	������	( �&� ��	������'� ����� ���	�����	�� ��
�� �������� �� ����'� �)� *����&�	( �������	� F

pt+1(0) = pt(0) + pt(1)

pt+1(1) =
1
2
× pt(−1)

pt+1(−1) =
1
2
× pt(−1)

-)���*���� �)� �����	����� �* �)� (���� �* ��������	� ��������	��	( �� dt = 0
&��� (��& '��� 
������ &)�	 ��	������'� ��� ���� ��� �
��� �� 0$ ��������� �������
�)� ���� �������� )���� &)�	 �)�� ��� �
��� �� 1$ ���� ���������� &)�	 &� �����
*��� �	� ������������� �� ���� t �	� �&� ��	������'� ���� �* �)� ������ ��� ���
�)� ����� &� ��	 �'�	 (����	��� �)��

pt+1(0) ≥ 1
2

1	����� &� )�'� ���	 �)�� pt(1) = pt(−1)$ 7������� pt(1) + pt(−1) + pt(0) = 1�
�)��

pt(−1) ≤ 1
2

�	�

pt+1(0) = 1 − pt+1(1) − pt+1(−1) = 1 − pt(−1) ≥ 1
2

<	 �)� ��)�� )�	�� &)�	 �&� ��	������'� ���� �* ������ ��� ��� ��4���	�� �)�
������������� ��	� �� �'���(�$ 1* &� ������� kt = 0 �	� kt+1 = 1� �)�	

pt+1(0) = pt(−1)

pt+1(1) =
1
2
× (pt(0) + pt(1))

pt+1(−1) =
1
2
× (pt(0) + pt(1))

K��	( ������� ��(���	�� �� �	 �)� ���'���� ����� �� �� �����()�*��&��� �� '���*�
�)�� ��� 3 ������������� *��.��

pt+1(x) ≤ 1
2

*�� x = 0, 1,−1$ -� �������5�� &� )�'� �&� '��� �����	�� ��������	�$ 6)�	
�&� ��	������'� ��� ���� ��� �
���� �	� �* �)� ���	�����	� &��� �� �� *�� �'���
�������	��� �	���� ��� (���� �* ���������	��$ 1� �� (����	���� �)�� �)�� &���
)����	 &��) ����������� ≥ 50%$ 1	 ��	������ &)�	 �&� ��	������'� ���� ��4���
�)� ����������� �* �)� 3 ���	�����	� ��	� �� �'���(� �	� 	�	� ��	 �� > 50%$
-)��� &� )�'� �&� ����� &)��) ��� '��� ���� �� �����	(���) F kt = kt+1 �	�
kt �= kt+1$

-)� ����� ���� �� &)�	 �)� �����������	 �* dt �� �* �)� *��� (1
2 , 1

2 , 0)$ 1	 �)��
���������� ��������	� �� �� ��I���� �� �����	(���) kt = kt+1 *��� kt �= kt+1 ��	��
���) &��� ����� �����������	� �* �)� *��� (1

2 , 1
4 , 1

4 ) �� �)� 	��� ����$

(�� "� 	-��	�� #	� �	�
*	�� �	����,�	

�� &� )�'� ���	� �� �� ���� �	 �)� (�	���� ���� �� �������	� &)��)�� kt = kt+1

�� kt �= kt+1 �� �����'�	( �)� �����������	� �* dt �	� dt+1$ ���()��� ���	(

0:



100 ���������	� ���'�� ������� �� �� ��I���	� �� ����'�� �)�� �	*�������	$
%�&�'��� &� )�'� � ������� &)�	 �)� �����������	 �� ���� i �� ����� �� (1

2 , 1
2 , 0)$

-��������� �)�� )����	� B��� �*��� � ��	( ��	 �* 0=� �� 1=�$ -)�	� �)� �����������	
�� �)� ���'���� ���� &�� �* �)� *��� (1, 0, 0)$ 6)�	 �)� ��	( ��	 �	��� &� ��	
������ �� ������ ������� �)� �����������	 �)�	(�� �� (1

2 , 1
2 , 0)$ 7�� �)� 	��� ����

�� '��� ������� ��	�� �����������	� &��� �� �)� ���� &)���'�� �)� 	��� ������ ���
��� ��� ��$

1* �)� ��	 �� 	�� ��� ��	( � ��� t ��	������'� ���� � �)��� �� � ����� ����
�� �)� ������ ����� ��� ε � 2−t ���&��	 ���) �����������	�$ -)�� �)�� ��	 ��
�����	(���)�� �* �)� 	����� �* �'������� ���'�� �� ����� M � 22t$ 1	 ���������
�* n = 160 ����� �)��� &��� �� *�& ��	� �* ���� �)�	 t = 5 ��	������'� �
���
����$ 6� ������ ��	����� 106 '����� �* k �	� &� �����	�� �	 �'���(� �* 4.91
���) ��	( ��	�$ -)���*���� �� �� 	�� � ������� �� (���� �)� D������E ���� �	 �)���
�����$ 
�� �)����� ��	� +�* ��	(�) ≤ t,� &� ��	 ����'�� ������ ��� ���� �*��� �����
22t � 1000 ��
����� �� �)� ������(���)�� ��'���$

�����'��� ��� ��(����)� �� 
���� �������	� �� ������ �* ���������	�$ 1	�����
�* �)�� ����������� �* ����� �� 	�� ��� )�()� &� ��	 ��������� ����� �)� ���� ����
�������� ��(���	��� ���	( �	 �	������� 	����� �* �����(�$ 1	 ��������	� &��� �)�
���� ε �� ������� �)�	 �)� ����������� �* ����� �	 �)� ���������	��� �� ��� ���
���� ���������� �� �����	(���) �)� �&� ����� kt = kt+1 �	� kt �= kt+1$ %�&�'���
�� &� ��(��� ���'������� �)�� )����	� 
���� ������ �	� �� �� 	�� � ������� ��
(���� � *�& �������	�� ���� �* ������ ���$

(�� .�
����
� �����
��
�

6� )�'� �������	��� � ���������	 �* ��� ������$ K��	( 	������ �* ��	(�) n =
160 ����� &� )�'� .��� �)���)��� '����� ��������	��	( �� �)� ���'���� �	������$

�� ��4���	� '����� �* �)� 	����� �* �����(�� M � &� )�'� ������� ��� ���)	�
��$
������� ��� �������5�� �	 �)� *����&�	( ����� +��
��	��� )�'� ���	 ���	�����
�� 40 ���� �	 ����� �� .�,$ -)� �����	���(� �* ������� �� �)� *����&�	(

/ � �������	�� �)� ���� kt = kt+1

/ � �������	�� �)� ���� kt �= kt+1

/ � �������	�� �)� ���� &)�	 ��� ��(����)� )�� ���� �	 �����

/ � �������	�� �)� ���� &)�	 ��� ��(����)� )�� ���	 �	���� �� ���� � �������	

M n !����� .�# =����
 ��.��1�
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-)�	 &� �������� �)� ���� �������	��� ��� &� �	�������� ������ �* ��������
��	�$ �������	( � 10% ���� �* ������� &� �����	 �)� *����&�	( �����
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<	� ���� �)�� ��� ��(����)� �� 
���� �I���	�$ 1	 ��������� 100 
������ ���
��I���	� �� ������ �)� �	����� �* �)� ������ ��� �� ����� 40 ����$ K��	( 1000
�����(��� �	�� 10 ���� �����	 �	�	�&	$ 3����� �* �������	 ��� 	�� ������������
��	�� &� ��	 ������� ������ &)��) �������	� ��� ������ �� ����� ���) ������$ ���
��'���	( �)� ������ ���� �)�� �����	 �	�	�&	 ��	 �� ��	� �	 ��4���	� &���$ -)�
������� ���)	�
�� �� �	 ��)�����'� �����)� &)��) �� 	�� � ������� �* �)� �	����� ��
�* 40 ����$ �	 �����'�� ������(� &���� �� �)� D���� �����(��	� ����E ���)	�
���
&)��) &���� ��&�� �)� ���������� �� 220� ��� &���� ���� ��
���� � ������ �*
��5� 220$ 1� �� ����� �	 ���	 ������� �� �'��� �)�� ������ ����������� *�� �	���	��
���	( � ����������)�� � 0�  ?! &)�	 �)� �����	( ���� ��� �������	����$

(�� 0��# ���� �
�#
* �
�	� �����
�
�����

����	���� � 	�& *����&��� *�� �������	( ��	����5�� �������������	 ��(����)�
)�� ���	 �������� �0:!$ -)�� ���)	�
�� �� ������ %����	 �����' ����� 2�����
�	������ +%��2,$ -)� ���� �� �)�� ��	����5�� ����������	� �����5�� �� � �����
��(���)�� ��'��� ��	 �� �������	��� �� � ������������� .	��� ����� ���)�	� +&)��)
��()� ���� ������� �	����,� &��) �	�&	 ������������� �* ���	�����	$ -)� ��������
)�� 	� ������ ������ �� �)� ����� �* �)� ���)�	�� )�&�'�� ���) ����� ��������	��
�� �	 ������ �� &)��) �)� �������� )�� ������$ -)�� ������ ��	 �� ���	 �� �)�
���� �)�		�� �	*�������	$ -)� ������	������ ������� �� �� �	*�� �)� ���� ������
������ ��� *��� �)�� ������� �	*�������	 ����� �)� ��
��	�� �* �����$ ��������
���	� )�'� ���	 �������� �� '����	�� �* �)� D��������	�����E ��(����)� ���	(
��	����5����	� ���� � :!$ 1	 �)�� ����� �)� ������� �	*�������	 �� �)� ��
��	�� �*
������	( �	��������	� �	� �������	� ���*����� ����	( �)� ����������	$

%�&�'��� �)�� ���)	�
�� ���� 	�� &��� �	 �)� *��� ��	����5�� 7�" ���	�
���������� �������� �	 �8!� ��	�� �� ���� � D��������	��������&���E ��(����)�$
-)���*���� �)� ����� ������ ����� �	 �����	(���)�	( �������	� *��� ������	( �	�
��������	� ���� 	�� &��� )���$ ���)��() �)��� ������ � ����� ����� ���	�����	
*�	����	� 	� ��'���� ������������� ������ ��	 �� �����'�� �)���() ���� �)�		��$

<�� ��	��������	 )��� �� � 	�& ������ �)�� ��	 ����� �� '��&�� �	 �)� *�����
&��� �* %��2$ 1	����� �	 ��� ����� �)� ������������� .	��� ����� ���)�	� ��	�
���	� �)� 3 ������������� ��������	��	( �� di = 0� 1� �	� −1 �	 �	 �	�	�&	
�����$ 6)�� &� �����'� ��������	�� �� �	 ��������	��� �����������	 �������	(
*��� �������� ���������	��$ 6� )�'� �)�&	 �)�� �� &�� �������� �� �	*�� �)�
��
��	�� �* ������ �	� �)� ���� �* ������ ��� *��� �)�� �����'����	$

" ���	���
��

� 	�& ��&��*�� ������ �(��	�� ��(����)�� ���	( � ��	����5�� 7�" �������	���
���	 )�� ���	 �����	���$ 1� �� ����� �	 �������	( �	� ��������	( �	���	�� ��������	�$
6� )�'� ����	 �)� ������� �* %�����	 ���	���������� �	� ����	������� )�&
�� ����� �)��� *��� ��������	� ��(����)�� �� �������	( ��&�� ��	�������	
���'�� *�� �)� ���� �����(� �	� ��4���	� ��	����5����	�$ -)�� �� �)� .��� ���
���� �(��	�� �)� *��� %�����	 ���	���������� �������� �� 2%3�=: $ %�&�'��
�� &���� �	�� �	 ��������	� &)��� �)� �����(�� ��� 	�� ��	����5��$

���� (�	������ &� )�'� ���	��� ��� �)� ���� �* �	����� �	 �)��� 7�" ������
��	�����	�$ 1	����� �� ���) ���� �* ����������	� �	�� � ����� 	����� �* ������
��� �������� &)��) ������� �	 ��������	� �	 �	���������� '�����$ �	� �����	����
���	���������� ����� �	 ��	����5�	( �)� �������������	 ��(����)� �)���� (����
�	��� ������� � ���(� 	����� �* �������� �	���	�� ������ �	� � ���(� 	����� �*
�������� ���	�����	� *��� ���) �����$ ��	����5�� 7�" �������	�����	� �� 	��
�����*� �)�� ��	�����	�� &)��) �� � *�	����	��� &���	���$
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