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��������� ���� �!����� "��� #� $��"% !��� �� ����� � !��� �������� ��
�!� ���� 
 �����& '!��� ��( )��!	��  	������ �	�� ����	����!� �	�� ��
	* ��*	�)���	� $��#� ��)��� 	� �	(��  	���)���	�% �� ������	� �	 ������
��	��� �� !��+���& �	���+������ ��	 #  ��!��� )��� �	( ������ � �������
	* ��"�� �)	�� (!� ! ,����� �!�  ���� 	* - 	�����	� ���� #�.& '!�� �� ���
�� !��+��  	)����� ����  !����� ��*	�)���	� (��! �		�� 	��������� ���
���	��� *	� ��	 #  ��!�� 	� !��! *�� ��	�  ������������� ��#� ��/��������
 ������������ *	� ������ �&
�� �!�� ������ (� ��	�	�� �� !��+��� �	 ��!�� �  	�����	� ���� #�& �����
(� ��� ���� � ������� *��)�(	�# *	�  	�����	� ���� #� ������� �������  ��
�!��� �!�� �0����� ��� �)��	��� 	� �����	�� ������� ��� �, ���� 	�������
������� �1�& '!��� (� ��� ���� �� �)��	��� )��!	� �	 ���� # �1� ���
��� -��)	��  	�����	��.& ������ (� 	������� �!�� ��#��� ���	 �  	��� ������
��� ������ (!� ! ��� ���	�)���� ��)���� ������� �� )	�� �2 ���� ���� #�&
�	)� �0����)����� ������� 	������� ������� � �1� �)���)������	� ���
,����� ���������&

� �������	�
��

��� ���� �� ����	 ���� ������� ����������� �� ����� ������������� �����������
�� � ���������������� ������ ���������� ����� �� ���� ������ �� � ���������� 
�������� �� !""# �����$��	 ��� ������� $��� �� %����� &#
 '() ���� ��$ ����� ��
������� �� 	�������� �������� �� �� *��� +������ ,������ �*+, ��� ��� ��������
� ��	� �������� ����� ����) *��� ������-��� ��� ����� �� �����.��	 ��� ��$��
����������� �� ��� ������	������ ������
 ���� *����� /�$�� ,������� �*/, ��
0�1�������� /�$�� ,������� �0/, &'() 2����� ��� ����� �� �����.��	 ������ ����
��	 ��� �3������� �� � ������	������ ����������� �� ��� ������
 ���� 0�1��������
����� ,������� �0�, &4
 5() ����� ������-��� ��� �� ������� $������ ��������
���� �� ������ �� ������ ��� �������������) 6������� � ���	� ������� �� �������
��� ��������������� ��� ���� ��������) ��$���� ��� 7��� �� ��$ ������ $���
���������� ��� ����� ������� ��� �������� �� $��� �	����� ������� �����������	
������ ���������������)

��������� ��$ ���������� ��� ���� ������������� ������� ��� ����	 ��������
	����
 ���� ��	����2���� 0/, ��� �������� &"() 
��� ��$ ������� ������� 8����
��������8 ������������� ������-��� ������	 ���� ����� ������ �� ���� ��������
������������� ��� �������� $��� ��� ��� �� ���� ������� �����������) , 	��� �3�
����� $�� 	���� �� 9::4 �� *������
 ;�����	�� ��� /��� &!9() ���� �������� �



+�������� ,����� �+, �	����� 0<* &!:( ����� �� ������-��� ���� ��������� =����
������ �������8 �	����� ���� ���������) ����� ������ �� ����� �� ��� �����������
���� �� �������� ��������� �� 4 ��>����� *���3�� �����	 � 0<* ����������� ���
�� ������ $��� � ���������� �����������) ���� ���� 	��� �3���������� ���������
���� ���� ���������� ����� �� �������� ����	 ��� ��$�� ����������� ������ �� �
���������������) ?� �� ���� ����������	 �� ������ ���� ���� ������-�� ��� � �����
���� $��� ��1�������� ������� �	����� 0<*) ?������������ ������� +, $�� ����
����� �� ;������ &!4() ?� �� ���� �@����� ���� *������ ������A� ������ ��� ��
��������� �	����� 0<* �� $���) B������������ �� ��� ��� ���� ��������� �� ���)

��� ��1������ ���$��� 0/, ��� +, ���� �� ��� ���������	 ����������� ���
������ �� ��� ���� ����� �� ��� ��������) C��� ������� �������� ��� ����������� ���
�$��� ���� ������������ ���� ��� ��� ������������	 ��$�� ����������� �����)
��$����
 �������� �� ����� 0/,
 +, ������� �� ���	�� ��������� ���������� ���
����� �� ��� ������� ����� �������� �� � ���	�� ���� ����� �� ���	 ��-����� ��
������������ �� �����.�� ) ?�������� +, ���� ���� ������� �	����� 0<* ��� ���
���������� ���� ���� �������� �������� �	����� ,<* &!!( ��� ���� �� ��� 7���
�� ������ ��� ������������� &D() ����� ������� ������� � ���������� �������� ���
����� ���� ��� ������ �� ������ �	����� ��������������� ������� �����7����� �	�����
0/,) *���� ���� �������� � ���	�� ���� �����
 ��������������� ��������	 ���� ��
� ����� ����� ��	�� ��� �� ��@�����)

?� ���� �����
 $� ������� � ���� 	������ ��� ���� �@����� +,) 6����� ����
�������	 ��� �������� �� ����������
 $� ���� ���� ���� ������� =������ ����������8

���� �������� ������ $���� ��� �3������� �������) *��� ������ ������ �� ������
��������� ��-������ �� ������������) ;� ������ ������ ����� ��1������� ���� ������
������ �� ������ ������ �����	 ������� ������) ���� $� ��� ������-��� �����	
���� ��1�������� ������������� �	����� ����� ������� &9() ;� ���$ ���� �������
������� ��� ������������ $��� ��	�����	 ����� ��$ �������)

?� ��� *������ 9
 $� �������� � ����� ��� 	������ ��������� ������ �� ��� ����
��� ����� �� ������� ������� �$��� ����������� �� 0<* ) ����
 $� ������� ��
�������� ������ ����	 =������ ����������8 ��������	 �� ��� �����$��	 ������ ��
����������) �������
 $� ������� �3���������� ������� �������� $��� 0<* ������
������ �� ����$��� �� � ����������)

� ��


�
�� ����	�� ���
��� ��
���
 �
�����

�$� +, �	����� 0<* ���� ���� �������� ��������) ?� &!9(
 �� �� ��������� ��$ ��
������ ��� ������ ���������� �� 4 ��>����� *���3�� �� ��� 7��� ����� �� 0<*) ?� ��
���� ��		����� ���� ��� ���� ������ ����� �� ������� �� ����� ������� �������)
,������� ���� ������ �� ���� ��� ��� �������) ?� &!4(
 ������� +, ��������� �	�����
0<*
 ���� �@�����
 �� ����E� ���������) ?� ���� ������� $� �������� � 	������
�����$��� ��� +, �	����� ������� �������) 2�� ����������� �� �� �����������
��� � 	�������.����� �� ����� �������� $����)

, ������� ������ �� �� �������� ����� ������ �� ��.� 2n ���� $���� ��� ��������
����� �� ����� �� �$� ������ (L, R)) ��� ����� �������� F �������� �� n ���� ���

9



��� ��3� ����� (L′, R′) �� �������� �� F

L′ = R′

R′ = L ⊕ F (R)

��� ���� ������� �������
 ��� ����� �������� F ��� 3 ������

� ��� �������� �� � ������ K)
� � ���������� ����� ������� NL ����� ����� $��� ������� *���3�� 
� � ������ ����������� ������� L

+,
<��?, &!( ��� 0<* &!:( ��� �3������ �� ���� � ������������ �$� ��� ����
��� �3������� �� 0<* ��� ��� ������ )

��� ����� ;� ������ ���� �� �������� ��� ������ �� ��� ��$�� �����������
�� � ������	������ ������ $���� ���� ������� ������ �� ����������� $������
�����7� ���������������) ?� ��������
 $� ������� ���� ���� �������� ������� ���
�������3� ����������)

,�����	� �� �� ��� ���� �� ���� ���� ��$�� ����������� ������ ��� ������
����������� �����	 ��� �����������
 ��� �������� �� 	�������� ���� �� ���� $���
� ��������� ������) ?����� � ��������� ������� ������� �� �$� ��������� ��-������ ��
������������) ����� ��� ��$�� ������������ ������ ��� ������ �� �� ���� �������)
���� ���������� �� ���������� �� ���	 �� ��� ������������	 ����������� �����
���� ����� ������ ��� ������� 	������ �� ��� ����� �� ��� �������) ��� ��������

$� ������ ���� � ��������� �� ��� ������ �� ��� ����� �������� F ��� �� ��������)
���� ���������� ��� ������� ���� ����7�� �3������������ �� &!!G!4() ?� *������ 5

$� �������� ��� �$� �3���������� ������� �	����� 0<* ����������� �� � ������
����) ����� ������� ������� ��� ��������� �� ��� �������� ����������)

��� 	

	�� ��� 	������ ���� ��� �� ������ �� �����$� F ��������� ������ ����
�������� �� ���� ������ �� ��� ������� ���� $��� ������ �� ��� ����� �� ��� ������
����� ��������) 2�������� ����� ������� ��� ���� ���	���� ����� ���� ��1�����
���� ������������� &9() ��� ��������
 � ��������� ������
 �� ��� ���� �� 0<*
 �� ���
�3������� �� ��1������� �� 4 ��>����� *���3�� $���� 	��� ��� ���� ������) ����
���� $�� �3������� �� *������ ��� ��� �� &!9()

;� ���� δR ��� ��1������ ���������� �� ��� ��	�� ������ �� ��� ������� ����
���������� δL �� ��� ���� ������ ��� ∆ ��� ������ ��1������ �� ��� 7��� �����
��������) ��� 	��� �� ���� ������ �� �� ������ ��� ��1������� �� ��� ����� R1 ��
��� ������ ����� ��������) ���� $� $��� ∆ = δL) ?� ���� �������
 $� ���� ��
������ ���������� �� ������	 �� ��� ��$�� ����������� �����	 ��� ������ �����)
���� �������� �� �������.�� �� ��	��� !

��� ������ ��������� �� &!9( �� ����� �� ��� �3����� ���� ∆ = δL = 0) ����
�������� �� ���������� �� ��� ���� �� 0<*) ��$����
 ���� ������ ������� �������
��� ��>������ ����� ��������� �������	� �� �� ��� � ��-�������� �� ��� �������
��������� �� ��1�������� ������ �� ��� ����

δR
F−→ ∆ = 0
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���������

R1L1

δL

�

	
�� �� � �����	 	* �!� ����  	�����	� ���� #

�� ��� �3���) ,������� ���� �� ��� ���� �� 0<* ���� �������� �� ��� �3�������
�@����� ����� ����� 140 �����	�� ��� ������ �� �����	� �� ������ ��� ���������) ,
���� �@����� �������� ����� ���� �� &!4( �� �� ��������� � ��$�$��	�� ��1������
δR ���� ���� ���� ��� *���3 �� ������� ��� �� ������ ��� ���� ��1������ ����	
δL) ���� ������ ������� �� � 	������ ������� ������
 �� ����������� �� ��	��� 9
�$���� ������ ����� ��������� ��1������� )

;� ���� δint ��� ������������ ��1������ ���$��� ������ L ��� H�) ���� ����
������� �� ������� ������� �� ��� *���3) ���� δint ����� ���� 2r ��1����� ������
$���� r �� ��� ������ ��������� �� ��� *���3) ;� ���� δint(1), . . . , δint(2r) �����
������) ������	 �� ��� ���������� �� ���� *���3
 $� ��� $���� �-����������
 ���
��� i

δint(i) = (i, 0, . . . , 0)

,�����	� ∆ �� �� ��� ����������� ������� �� ��� *���3
 �� ��� ���� ���� 2r ������
�����

∆ = L(δint)

H�$
 ��� �������� ����� �� ��������� ∆ �� ������	 $��� δL) �� ���� �������
 ��
����� � ������ δR $���� ��������� ���� ��� *���3 ��� ���������� ��� �����������
��	 �������3�� �� ��� ����� ������ F

� Pi = (L ⊕ L(i, 0, . . . , 0), R) ��� i = 1 . . . 2r

� P ′
i = (L ⊕ L(i, 0, . . . , 0), R ⊕ δR) ��� i = 1 . . . 2r

���� ���� �� �� 2r+1 ������ �������3��) C��$��� �$� �������3�� Pi ��� P ′
j 
 ���

��1������ �� ��� ������ �� ��� 7��� ����� �������� �� �� ��� ����

∆ = L(x, 0 . . . , 0)

� �� �!�  	���0� 	* ��/��������  ������������� -� ����. ��������� )���� �!�� �� ����� 	��
����� ��� ��/���
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δrδint

���	0

��L

�

	
�� 
� '!� ��/�������� �����

��� ���� ����� x ��������	 ���� �� K
 R ��� δR ���� ��� �� i, j ) C������
 ��
i ⊕ j = x
 ����� �� � ��������� �� R1 ������� ��1������� �����	 ���� ��� ����
������ ��� ��	�� ������ ������ ���

δL = L(i, 0, . . . , 0) ⊕ L(j, 0, . . . , 0)
= L(i ⊕ j, 0, . . . , 0)

∆ = L(x, 0, . . . , 0)


�	����� ;� ����� � ��� �� 2r+1 �������3�� ����	 $���� 2r ����� (Pi, P
′
i ⊕ x)

����� � ��������� �� ��� ����� �� ��� ������ ����� ��������) ���� ������ �� ����
���� �@����� ���� ��� ������ ��������� �� &!9( ���� ��� ������� ����� ! ) ?�
���� �� �� ������ ������� ����� ��� ��������� �������3�� ��� �� ������ �� ������
����������)

"��� # ��� �, ��� " ���� ���	0�� ��	 #  ��!��� �������0��3�	��&

� !��)) ��� ��� 4�56 δL = 0 7 �1� �8�

9��)��� 4�76 � � �1� 75

�!�� ����� $���� % � � ��� ������� 2r

�!�� ����� $�)��	���% � � ��� ������� 21+r/2

�!�� ����� � � �1� 8

����� �� ��))��� 	*  	�����	� ���� #�

��� ������ �� ��������	 	�� �� ����� 2r ���������� �� �� ���� x �$���� 	����
� ������ ��������� �� � ��$ ���� ���� ��� ������ K ) *���� ��� ��������� ��
��@�����
 � ������ ����������� �� �� ������ ��� ������ �� �������3��) ?�����
��� �������� ��� ������� ���� ��� 2

r
2 �������3�� Pi ���� ����

i = 0 · · · 0
︸ ︷︷ ︸

r
2 ����

∗ · · · ∗

D



��� ��� 2
r
2 �������3�� Pj ���� ����

j = ∗ · · · ∗ 0 · · · 0
︸ ︷︷ ︸

r
2 ����

���� ��� I26 ��1������ i ⊕ j ����� ��� 2r �������� ������
 $���� 	���������
���� ��� ����� x $� ��� ������	 ��� �� ������� ����) ���� $� ��� ����� � ���
������� ��

2
r
2 + 2

r
2 = 21+ r

2

�����	�� ���� ������ �3����� ��� ���������) ?� ���� ��������� �� ��������
 ��� ������
��������) ��$ �� ������� ��� ���� ������ ��� ������� ��	��� �� ��� ��� ��������

��� ���� ������ ��� �� �������� �� ��� *���3��
 ���� �� ��� �����$��	 ������ ����
��� 7��� ������ �� �������� ������) �����������
 ����� r �� ��������� ����� �����
4 �� 8 ���� 
 ��� ������ �� ��-����� �����	�� �� ������� ���������� �����)

��� �	�� �� ��� ,������	 ���� 	������ ������ �� 0<* �� �����	�����$���) ���
���� ��1������ ���$��� 0<* ��� � =	������8 ������ �� ��� �3������� ��������
$���� ��� �� �1��� �� ��� ������) ,� � ������ ����������� $� ��� ����� � ���
�� 2r = 32 �����	�� ������ r = 4 ���� �� ��� ������ ��.� �� ��� 0<* *���3�� )
,���	 ����� �����	�� $� �3���� 16 ���������� �� ��� ������ ����� ��������) ,�
$� ��������� ����������
 ���� 2 · √16 = 8 �����	�� ��� ��@����� �� ����� ��
	�������� ��� �3������� �� � ���	�� ���������)

<��� ��������� �������� � ������ ��������� �� ��� ���� ��� �� � ��1��������
��������� �� � *���3
 �-�������� �� ��� ���$���	� �� 4 ��� ���� ) *�
 ���	��� 14
���������� ��� ������ �� �3���� ��� ���� ���) ���� ����������� ������� �� 14×8 =
112 �����	��) ?� ���� ���� �����	�� ��� ���������
 � �������1 $��� �3��������
������ �� ���� ��������) ���� ������ �� ����	 ��� ���� �@����� ���� ������� �������
�	����� 0<*)

*������ ������� ����� �� �������� ��� ����� ������� �������
 ��������	 +,
<��
�?, &!( ��� 
?*�J! &K(
 ���� �������� �� ��� <������� H<**?< ���>���)

� �� 
���������� ����� �� ��
�����	�


�
����

��� �������� ������ �3������ ���� ��$�� ����������� ������ ������������	 ��
��� ������ ����� �� ��������	 �������� ����������) ?� ��� �3��������� $��� 0<*

$� �������� ���� ������ ������������	 �� ��� �����$��	 ������ ��� ���� ���� ��
�����������) ?����� �������� ������ ��� ����� ���� ������� ������� �� ��� �������
���� ���� �� ��� �������3��) *��� ������ � ���� $� ���� =������ ����������8 � ���
������ �� ���� �� ������ �� ������ ����������) ?� ���� �������
 $� �������� ��������
������� ����� �� =������ ����������8)

��� ��
��	
���

?� ��� ����� �� *������ 9
 $� �������� ���� �������� ���������� ����� �� ��������
�������� ���� ��$�� ����������� ������) ����� $� 	��� ������������	 ���������

#



��� ��� ������ �� �����	�� ��-�����) ��$���� �� � ��������� ������	
 �� ����� �����
��� ���� ������������ ��� ��� �� 	��� �� �3������) ��� ��������
 ���������������
��� ����� �� ��� 7��� ������ $���� ��� ���$� �� �� �������� �� ���� �������)
*�������� ��� ������������ �������� ��� ���� ����� ��� ��������� �������) �����
�� ����� ����� ��� ���� ������������ ������� � ���	�� ������ �� ����	����� �����
���� �3������) ��� ������ �� �����	�� ��-����� ��� �� ������ �� ��������	��
��������� ����� ��� ����� �� 	�������� ���������� �� �����	��	 ���� ������)

,������ �������� ������ �� ������� �� ���� ���������� ��� ��� ��$��� �� ����
�� ������ �� �3������) ?����� ���� $��� � ��������� ���� ��� ����� �� ��� ���
�� ����� !
 ��� ������ �� ����� 9 ��	�� ����� �� ������ ��������� �� ��� ��1�����
�� ��� ������ �� ���$) ;� ���� ���� � ��������� �� 	����
 ���������) ���� ������
��� >��� �� ���� �� � �������� ��� =��1������� $��� � ��$ ������	 $��	�� ���
��$ ������ *���3��8)

���� � ��������� ����� �� ���$
 �� �� $�������$� ���� �������� �����������
�� ����� ���������� $��� ��� ������	 $��	�� �� ��� ������	 �������� ����� ���
������� �� ���� E����� ���$��� ��� �������� ����� ��� ��� ������ ����� ) ����
�������� �� ����� ���� ��� *����� /�$�� ,������� �� 0�1�������� /�$�� ,����
���� &'() ���������
 ������ ���������� ��� ������ �� ������ �� ������� ��$�� ����
�������� ������ ����� ���� ���������� �� ��1������� $��� ��$ ������	 $��	��)
/�������� ������� �� *������ 5 ���������� ���� ���� ���������� �� �������) ��� ������
-���� ������� �� ���� ������	������	 � ��������� ���� �� ������ ��������� �� �����
9 �� ��� �� ���� �� ����) �� ������� ���� ��������
 $� $��� �� ���� ���� ������� ���
��������� �����������) ?� ����������
 ��$�� ����������� �� ��� ����� ��� ������
����� ������ �� ����������) *���� �������3�� ���������� ��� �3������� �������

����� ������ �� ��� ���������� �� >��� ������ ������������) ?�����
 ��������
������ ��� ������ ���������� ������� �����	 ������� ������ ����� ���� ��1�� ����
�� � ����� ������ �� ���� ) *� ������ ���������� ��� �� ������� �� $� ��������
��� ������ ������ 4 �� 5 �� ����������) ?� ����
 ��� ������ �� ������ ���� ���
*���3�� �� ����� ������ ������� 	��� ���������� �� ��� �������� �� � ��������� ��
����� 9) ,������� ���� ���� ��� �� �� ���� ���� �������� ���� ��� ����� 9 ������
����������) ?� ��� ��3� �������� $� �����.� ����� ����������)

��� �������
�	� ������
��� �� ������ � 	��  

C�������� ��� �������� �������� �$� ����������� ������������	 �� �������3�� Pi

��� P ′
j ����	 ��������� �� *������ 9) ��� 	��� �� �� ������	���� �@������� ���$���

�$� ����������

� � ��������� �� ����� 9 ����� i ⊕ j = x 
� �� ��������� �� ����� 9 ����� i ⊕ j �= x 

��� ����� ������ t
 $� ���� ∆t ��� ��1������ �� ��� ������ �� ��� ����� ��������
F ) *��������
 Lt ��� Rt ������ ��� ���� ��� ��	�� ������ �� ��� ������� ���������
�� ��� ��� �� ����� t ��� ��� �������3� Pi ����� $� $���� (L0, R0) �� ���������� )
���� �� *������ 9
 ��� ����� ��1������ �� $������ (δL, δR)) ?� ���� �� � ���������

��1������� �� ��� 7��� ������ �� ���������� ��� �� �3������� �� �����$� F

'



:	��� t 1� �����	� 	* Pi 1� �����	� 	* P ′
j ��/���� � ∆t

� (L0, R0) (L0 ⊕ δL � R0 ⊕ δR ) δR

5 (L1, R1) (L1 ⊕ δR � R1 ) 0

7 (L2, R2) (L2 � R2 ⊕ δR ) δR

8 (L3, R3) (L3 ⊕ δR � R3 ⊕ ∆4 ) ∆4

����� 
� ��/���� � ��	������	� �*��� �  	�����	�

����
 ��1������� �� ����� 9
 4 ��� 5 ��� �� �3������� ��

∆2 = 0
∆3 = δR

∆4 = F (R2) ⊕ F (R2 ⊕ δR)

*���� δR ��� ���� ��� ������ *���3
 ���� ∆3 ��� ∆4 ���������� �� =������
����������8 $���� ��� ������	 $��	�� �� ��$ ��� ��$ *���3�� ��� ������) ?�
����������
 $��� �� ��������� ������
 ��1������� ��� ���� ������3 F

:	��� 1� �����	� 	* Pi 1� �����	� 	* P ′
j ��/���� � ∆t

� (L0, R0) (L0 ⊕ δL � R0 ⊕ δR ) δR

5 (L1, R1) (L1 ⊕ δR � R1 ⊕ ∆2 ) ∆2

7 (L2, R2) (L2 ⊕ ∆2 � R2 ⊕ ∆3 ) ∆3

8 (L3, R3) (L3 ⊕ ∆3 � R3 ⊕ ∆4 ) ∆4

����� �� ��/���� � ��	������	� (��!	��  	�����	�

0�1������� �� ����� 9
 4 ��� 5 ��� �� �3������� ��

∆2 = F (R0) ⊕ F (R0 ⊕ δR)
∆3 = F (R1) ⊕ F (R1 ⊕ ∆2)
∆4 = F (R2) ⊕ F (R2 ⊕ ∆3)

����
 ∆2 �� -���� ������ ����� δR ��� ���� ��� ������ *���3) ��$����
 ��� ����
���	 $��	�� �� ∆3 ��� ∆4 ��� �� ���� ��	��� ��� �� ��� ��1����� ����������
�� ��� ����� ������) ?� ��� ��3� �������
 $� 	��� ��������� �� ����� ���������� ��
��� ���� �� 0<*)

��� ��
��	
��! 
�� �����	
��� ��� ���

2�� ����� ��$ �� �� �������� ��� ������	 $��	�� ��� ��� ������ �� ������ *�
��3�� �� ∆2
 ∆3 ��� ∆4
 �� �$� �������� ����� ���������	 �� �� �������� ���������
�� ����� 9 ) ����� ���������� ������ �� ��� ��1����� ���������� �� 0<* ��� ���
��1�������� ���������� �� ��� *���3��)

K



;� ���� Ni ��� ������ �� ������ ���� �� ∆i ��� ni ��� ������������	 ������
�� ������ *���3��) ����� $� 	��� �3������ ������ ����	 ������ ��������� ��	������)
���� $� 	��� �����	� ������ �������� �3������������)

������
��	� ��
��	
�� �����
 $� ������� ���� � ��������� ������ �� ����� 9)
���� $� ���$ ���� ∆2 = 0 ��� ∆3 = δR �$���� ��� ���� ��� ������ *���3 )
�����

N2 = 0 n2 = 0
N3 = 1 �� 2 n3 = 1

*���� ∆4 �� ��� ���	� �� ����� ��1������ δR �� ��� ����� ��������
 ��� ������	
$��	�� �� �� ��� ���	� ���� 1 �� 4 $��� �����	� ����� N4 = 2.5) C������ ���� ���
�� 0<* �������� ����� �� �������� �� 1.5 *���3�� �� �����	�
 �� $� �3����

n4 = 2.5 × 1.5 = 3.75

;��� �� ��������� �� �������� �� ����� 9
 � ������� �������� ��� �� ���������)
��� ��1�������� ����� �� �� ��� ����

δR
F−→ ∆2

F−→ ∆3
F−→ ∆4

���� ��� �3������ ������ ���

N2 = 2.5
n2 = 2.5 × 1.5 = 3.75
N3 = 3.75 × 2.5 = 9.375

,� ���� �����
 ��� *���3�� ��� ������ �� �� ������ �� ��� ������ �� ����� 4) *� $�
�3���� n3 ��� n4 ����� �� 8 ��� N4 ����� �� 16)

"�	�
��	� ��
��	
�� ;� �������� ��������� ������� ��� 0<* �� ���������	 �
����������� ���������� �� � /+) 2�� ����� �3�������� �� �� ���� � ������ δR

$���� ���� ��� ������ *���3
 ��� � ������ �������3� P ) ;� ������� ��� 7���
5 ������ �� ���������� �� P ��� P ⊕ (0, δR) ��� ������� ��� �����	� ������ ��
����������) ,���� 10 �������� �3���������
 $� �������� ��� ������� ��������� ��
����� 5)

,������� ����� ������� ��� ���� ���	���� ������ ���� ��� �3������ ������) ?�
������ 4 ��� 5 $� ������� ������� �� ��������� ��1������ ���$��� ��� �$� �����
=��������� �� ����� 98 ��� =�� ��������� �� ����� 98)

�� 
�	�����

���� ����� 5 $� ������� ���� ��� ��1������ �� ��� ���������� �� �������� ����
���� ��	��7���� �� ����� 5 ���� �� ����� 9) ��� ��������
 ������	 �� ��� ������
�� ������ ���� �� ����� 9
 ��� ��1������ $� ��� �� ������ �� ���$��� 0 ���� �$���

"



:	��� �	�����	� ;	 �	�����	�

5
N2 = 0
n2 = 0

N2 = 2.349
n2 = 3.534

7
N3 = 1.333
n3 = 1

N3 = 9.009
n3 = 6.968

8
N4 = 2.358
n4 = 3.551

N4 = 15.150
n4 = 7.817

����� �� "������ ����� 	* �!� ���� ��	�� *	� �1�

� ��������� ������ ��� �� �����	� 2.349 ���� ��� ��� ����� ���� ) ��� ��1������
�� -���� �����
 �� ��$�� ����������� ������ ��� ������ �� ������ -���� ������� ��
���� �����) ��$����
 ������	 �� ����� 5
 ����� ��� ����� 2.358 ������ ���� �� ���
���� �	����� 15.150 �� ��� �����) ���� ��1������ �� ���� ���� ��	��7���� ���
���� ������ �� ������)

2�� �������� �� ��������� �� ��� ������� �������� �� *������ 5) ?� ��� ���� ��
0<*
 ������ 4 ��� 5 ��� ������ ���������� �� � ��������� ���� ��� ����� 9 ������)
���� �� ��� �� ��� ���$ ��1����� �� 0<* F $��� �� ��������� ������� �� ����� 9
�i ⊕ j �= x 
 ��� ��1������ ������� -���� ������ ������ ������� ��� ������ �����
�� >��� � ����������� �� ����)

?� ���� ����������� $�� �������� �� � ������ ����������� $��� ������ ��1�����
���� 
�3�+����� �������� �� ,<* ��� �������� �� �� $� ���������� � �������
������ $��� 	��� ��1����� ����� +,
<��?, 
 ��� �������� $���� �� ��1�����)
+��������� $���� �� ������ �� ������	���� ����	 ��� ����� 9 �� 4
 ��� ���� ����
7���� ����	 ����� 5 ������� �� ��� ���� ��1����� ������� �� ���� �����) ���� ��
�������.�� �� ����� D)

:	��� ��	( ��/���	� $�1�% <		� ��/���	� $�"�1

�"%

5 ��2 ��� ����

7 ���� ����

8 ���� ��2 ���

����� �� 12 ��� � 	*  	�����	� ���� ��	�

�� ��������
 $� ��������� � ������ �������� �� ��������� ������� ����	 ��1�����
���� ����������
 ������ �� �����	 ���� ������� =������ ����������8) ;� ���$�� ����
������ ���������� ��� �� ����� �� ������ ����������) ����� ������������ ��� �3�
������� ������� $��� �����.��	 � �������� ���� ������� ������ �� $� �����������
�� *������ 5) ;� ����� ���� ������� ��� ���� �� ������� �� ������ �����������
����� $���� ����� �� ���������	 ��� ������ ����� �� ����������)
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 ����
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?� ����� �� ������ ��� �������� �������� $� ����������� � +, �	����� 0<* ���
��������� �� ����$��� �� � ����������) ���� ���������� ���� ��������� ����$���
��������������� F

� �������� �������� �����
� �������� ����� ������� ����� �� ��$�� 

;� ����	�� �� ������ ���������� ������� ����� ���������������) ��� ���������
���� $�� �� 	�� ��� �� ��� =������8 ����� �� ��$��) ����������� ����� �����
$��� ��� ����� ������ ����� $��� �����	�� ���������� $��� ��� �3������ ����� 
��� $��� ���������� �� �����.��	 ������� ������� ��� ��� ���� ���������� �����
D �������
 ��� ���� 9 ������� ����� �� ��@����� �� �������� ) ;� ���� ����
������� ���� ��� �������� ��$�� ����������� ����	 ����� �������
 �� �����
�� ��������� ��� ����� �� =����������������8) ,���� ���� ����������� $���
 $�
������� ��� �������� �� 
�� ���� ��#�� 
�	�� �� �	�� ����� ���� ������
��� ���� ���� �� ������	���� ) 
��� ���������
 $� $��� ���� �� �������� $����
�������� ��� ������ ������	��� ������ ���� ����� ������� $���� ��� ������� ���
*���3 ������������
 ��� ) ) )  ��� ��� ��� �3����� ��) ?����� $� $��� �� ����� ���
���� ���������� ��� �� �������� ���� ������ ��� ���� �@�������)

 �� ��� 


	�� ��

��!

?� ����� �� �������� ����� ��� ������
 $� ���� �� ��������� �� ����������� ��� ��
�������3�� ��� ������ �� ����� ��� ��������� �� ����� 9) ,� ��������� �� *������ 9

8 �����	�� ��� ��@����� �� 	�������� � ���������) ��$���� $� ���� ���� ��� ����
��� �� 32 �����	�� ��������� �� *������ 9) ���� ������7�� ��� ������ ����� $� ���
������� ���� ����) +��������� ��� ������ ��	������ �� ��� �����$��	

� L���� ��� ����� �� x)
� ��� ���� x
 �������� ��� 16 ����� �� �������3�� ���� ������ 	��� � ���������)
� ��� ���� ���� �� �������3��
 ������� ��� ��1������ ∆��$�� �� ��$�� ����

�������� ������ �)
� ,����	� ����� 16 ��1�������)

��� ������� ����� �� x ������ ����� ��� �������� �����	� ��1������) ��� ������
�������� ��� ����� 9 ��� �������.�� �� ����� #) ��� ���� �� ���� �����	� �����
��� ������ ��	��7�����) ����� $� >��� ������ �� � ��������� ��� ������� ����� ���
�3������� ��� ������ �� � ����� ��	�����	 ���� �������)

,������� ���	� �������� �� ��� ������ ��� ������� ��� ���� �������� ���� �������
������� ����� ��$�� ����������� ������� ������ �� ��� ��	������ ��� ������
>��� ���� ����� �� ��������)

� =��  �����  	����� 	*  	���� 	��� � ,���� ��)��� 	* �	����  	�����	����� �	 �!� ��� �
���  	���)���	� �� �������� ti& '!� ��/���� � 	*  	���)���	� ���(��� �(	  �����
C ��� C′ �� ��  	������	�

∆�	(�� =
X

i

(C(ti) − C′(ti))
2
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>���� 	* x "������ ��/���� � >���� 	* x "������ ��/���� �

� �78&5?@ A �75&��@
� �5�&
�@ B ��B&��@
5 �5�&A?@ �� ��A&
B@
7 ��7&
�@ �� ���@
8 �8�&7A@ �5 �7�&?�@

 �7�&

@ �7 ��8&A�@
? �7�&�7@ �8 �5
&7B@
� �5�&��@ �
 ���&�B@

����� �� "������ ��/���� �� $ 	��� � ����� �� x = 11%

 �� $���! 
����
 %���������

?� ���� ������� $� ��������� ��� ������ ����� �� ������ ���������) ���� $� ���
���.� ��$�� ����������� ������ �� ������ 4 ��� 5) ,���� � ��������� �� ����� 9

����� ������ ������ -���� �������
 �� ���������) ���� ������ �3������� ������� ��
����� '
 ���� ������ ���� ����� �������� $��� ����� 9) ?� �������� ��� �������
���� ���� ������ ���������� ��� �� ���� �� �� �@����� ���������)

>���� 	* x
"������ ��/&
*	� �	��� 7

"������ ��/&
*	� �	��� 8

>���� 	* x
"������ ��/&
*	� �	��� 7

"������ ��/&
*	� �	��� 8

� �
?&5?@ �8?&��@ A �
7&7A@ �
8&?�@
� �87&8
@ �8?&A?@ B �75&�
@ �87&
�@
5 �78&75@ �7?&��@ �� �5?&��@ �7�&A�@
7 �5
&�7@ �7?&BB@ �� ���@ ���@
8 �?�&7?@ �8A&?8@ �5 �
�&��@ �87&
B@

 �8B&BA@ �7?&B
@ �7 �7B&BB@ �8?&?
@
? �88&��@ �87&�B@ �8 �78&8?@ �5B&�A@
� �77&78@ �8�&�5@ �
 �5�&��@ �7�&88@

����� �� "������ ��/���� �� $ 	��� � ����� �� x = 11%

�� ���������� ���� ������
 $� ����������� � ��	��7���� ������� �� ����� 5 ��� 4
�������3��
 ����	 $���� 9 ���������� �� �� ������ ��������� ���� ��	��� 4 ) ���
9 ������������	 ������ ��� �� �����	� ������ �� ���� ����� ���� ��� ����� ���)
��$���� ���� �������� ����� ��� ��	�� ���� �� ��	��� 4 ��� ���� ��	��7���� ����
��� ������ ���� ���� ���� �� ��	��� 4 �� ���� ����� )

,� � ���	�� �����
 �� �� ����� �� ������ ���� ��� ������ �������� �� ������ ���
���������� ��1������� ��������	 �� ��� ��	��7���� ���������) ��� �������� ���
���� ��������� �� ����� 4 �� ��� ������ �� ������ *���3�� ���� ����� 5 $����
 ��
����� 5
 ��� ���� ��������� �� ��� ������ �� ������ ����) 2�� �3��������� ����
���$� ���� ����� ���������� ��E��� �� ��1����� �������� �� ���� ����� ����	���

��� ��	�����	 �� ����� ��� ������ ���� ��� ��� ��� �� ����� ��� ������ *���3�� )
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�� �� '!���  �����  	�����	����� �	 �	��� 8

	
�� �� '!� (!	�� �	(��  	���)���	�  ����� $�	��� � �	 8% ��� �!�  	�����	�����
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;� ���� ����������� �� ��	��� 5
 ��� $���� ����������� ��� ��� ���� ������
��3�� ���� ����� �� ��	��� 4) ?� �������� �� ��� ��$�� ����������� ������ �����
�������� �� ��� ��� ���� ��� ��� ���� �������	 
 $� ����������� � =$���	8 ����
������� ��� ��� ������ ��� ��� =	���8 ��1������ ��� ��� ������ ) ���� =	���8
��1������ ����������� �� ��� ������ ���������) 2�� �������� ���� ��� �����	�
����� �� ������ �$� ���������� ������ ��������� ����	 ��� �����������) ���� ��
������ ��� �� ��� ��1����� �� ��� ����� ��1������) C������
 ��� =	���8 ��1������
����� ��� ���	�� ����� ���� ��� =$���	8 ���
 ���������� ��� ������ 4 ��� 5) �����
����� ������ ����� �� �� ������ ���������� �� � ��������� ���� ��� ����� 9 ������)

 �� ����	��

;� ���� ������������ ���� � ���� �������� �� ��� ���������� �������� �� ������
4 ��� 5 ��� ���� �� �������� �������
 ���� $��� ������ ��$ �����	�� ��� ������
���� �� � ���	� ������ �� ����	����� �����) ��� ���������� ����	 $��� ����
������� �� ���� ��� ������ ��� ���� ����� ���� ���� ������� �� � $����) H�����
������� �� ��������� ���� ���������	 ���� � ��������� �� ����� 9 ��� �� ��������
�3������������)

��������� ��������������� ������� �� � ����� ���������� ��� �������� �� $���
�	����� ���� =���	�������8 �������) C������ ���������	 ���� ��� 7��� �� ������
����� $��� ������ ��������������� �� ��� ��@�����) +, ��� �3����� ��������
���� �� �� ����� 5 �� D ��������	 �� ��� ��1����� �����) +��������������
������ ������ ��� �3������� ������) ��� ��������
 ������� ����� �� ��������	
�� ������	 ��� ��� ���� ������ �� ������� �	����� +,) ��$���� ����� ����������
�	����� �������� �������� �� +, ������ �� ������� �������	����)

" ���	
��
��

;� ��������� ��$ ������� ��� ��������	 ��������� �������) ����� $� ��������
� 	������ ��������� ������ �	����� ������� ������� $���� ��-����� ��$�� �����	��
���� �������� ������� ��� ��� �� ������� �� ���� �����) *�������
 $� ��		�����
�� ������� ��������� ������� �� ����������	 ������� ������ �� ���������� �������
�� ����������	 ��� �������� �� ��� 7��� �$� ������ ��� �� �� ���� �� ���� ���� �����
��� ������� ) ?����� $� ���$�� ���� ������ ���������� � ���� ���������� �������
�������� ������ � ��� ������ �� ��� ��������� ������ ��������) ���� ������� ������
���������� ���� ����� ���� �� �������� �������) 2�� �3��������� �	����� 0<*
����������� �� � ���������� ���7�� ��� ����������� ��������)

�	���#
��������

;� $���� ���� �� ����� ,������ ;������ ��� ���� ������� �����������) ;� ����
����� 6��� 0����	�� ��� ��� ������� �� ��� �*+ ���������� ��� ������	 ��
�� ��� �3���������� $��� ��� ��������	 ��� ��$�� ������)

!5



$�%����	��

�& C& "	#�� '& � !�#�(�� �& C����� �& ������� �& �	����� D& ;�#�E�)�� ��� '& '	#���&
��)�����F " �5A���� ��	 # ���!�� �������� *	� �������� ����*	�)� � ������ ���
"�������& �� 1& '������� ����	�� �������� 	
��� �
 �
�����
���� � ����� �	��)�
5��5 	* �����
�� ����� �
 �������
 ����
��� ����� 7BG
?& ��������� 5���&

5& 1& ��!�) ��� "& �!�)��& ��/�������� ������������� 	* �1����#� �����	�����)�& ��
"& ����H�� ��� �& >����	��� ����	��� 	���
��� �
 �
�������� � �
�������� �	��)�

7� 	* �����
�� ����� �
 �������
 ����
��� ����� 5G5�& ��������� �BB�&

7& 1& ��!�) ��� "& �!�)��& ��/�������� ����� "������� 	* �� ��� C�� �����	�����)�&
�� �& C����#�� ����	�� 	���
��� �
 �
�������� � �
�������� �	��)� �5B8 	* �����
��
����� �
 �������
 ����
��� ����� 
�7G
5
& ��������� �BB�&

8& �& �	��!� :& ������	� ��� :& 
���	�& =� �!� �)�	���� � 	* �!� #��� �����	�
����!� ��	�	 	�� *	� ������ $10������ "����� �%& �� 9& ��)�� ����	�� 	���
���
�
 �
�������� � ��
��
������� �	��)� �577 	* �����
�� ����� �
 �������
 ����
���
����� 7�G
�& ��������� �BB�&


& ��"& �	�+�� ��� �& >������& '!� �	������ "��� # G 9!� I�(���� �� ������ �!��
�	(�(����& �� �& 9������ J& C	K� ��� �& ����� ����	��� �
�����
�����  �
�!�
�
�
� ��"����� ������� #� ��$ � ���%� �	��)� 5��B 	* �����
�� ����� �
 �������

����
��� ����� 5?BG5A�& ��������� 5��7&

?& �& C	 !��& '�)��� "��� #� 	� �)���)������	�� 	* ��2��L���)��� :�"� ���� ���
=�!��� �����)�& �� ;& C	����H� ����	�� 	���
��� �
 �
�������� � �
������&� �	��)�
���B 	* �����
�� ����� �
 �������
 ����
��� ����� ��8G��7& ��������� �BB?&

�& �& C	 !��� D& D�/�� ��� �& D��& ��/�������� �	(�� "�������& �� �& 9������ ����	��
	���
��� �
 �
�������� � �
�������� �	��)� �??? 	* �����
�� ����� �
 �������

����
��� ����� 7AAG7B�& ��������� �BBB&

A& �& ������& ;�( ��	 # 1� �����	� "��	���!) ���'M& �� 1& ��!�)� ����	�� '���
��(�!�
� �
�
�����
 � )���� �	��)� �5?� 	* �����
�� ����� �
 �������
 ����
���
����� 
8G?A& ��������� �BB�&

B& '& ���������& I���� �� 	���=���� �	(�� "������� �	 "��� # ��" :�������� �	*��
(���& �� J& C	K ��� �& ����� ����	��� �
�����
�����  �
�!�
� �
� ��"�����
������� #� ��$ � ����� �	��)� �B?
 	* �����
�� ����� �
 �������
 ����
���
����� 57AG5
�& ��������� 5���&

��& ;��' ���� �I� 8?�7& *��� �
�
�����
 ���
��
�� �B��&
��& C& � !��))� <& 
������� �& ���#�� ��� �& ����& " �	�����	��"��� # 	� "1�

�	)������ ���� �!����� "�� ��/���������"��� #& 5��7& ���)����� *	� ����� ���	�&
�5& C& � !��))� '& 9	�������� ��� �& ����& " ;�( ����� 	* �	�����	� "��� #� ��� ���

"���� ���	� �	 �1�& �� '& D	!����	�� ����	�� '��� ��(�!�
� �
�
�����
 � ���%�
�	��)� 5AA� 	* �����
�� ����� �
 �������
 ����
��& ��������� 5��7&

�7& "& 9��)���& �������  	�����	� ���� ! �� ����  !����� ��������� 5��7& ����������	�
�� �!� 9	�#�!	� F �)��� ���� ��� ���� �!����� "��� #�&

!D


