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0 ≤ i < m� G
 �
� x = (xj)

m−1
j=0 � /	��� [xj ]i ��		 �
�
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 i��� ��� �� � ����

xj � �

� �� �� ���
�
�J

[xj ] =
n−1∑
i=0

[xj ]i2i.
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[x]i =
m−1∑
k=0

[xk]i2k.
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x1

x2

x3

x0

=x =
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���

[x]0[x]i

"�#����	� �� � ��	��
��
��� T − function 
� � ���

T :




({0, 1}n)m −→ ({0, 1}n)m

x �−→ T(x) = (Tk(x))m−1
k=0
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� x = (xk)m−1

k=0

��� y = (yk)m−1
k=0 �
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� α �
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 ����� G
 ���
 x⊕ y

��� α · x �
=�
� �� J

x ⊕ y = (xk ⊕ yk)m−1
k=0 ��� α · x = (α ∧ xk)m−1

k=0 .
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5
� C0 �
 �� ��� ����
�� C1 = 0)12481248 ��� C3 = 0)48124812� G

�
� a0 = x0 ��� ai+1 = ai ∧ xi+1 ��� i = 0, 1, 2� G
 �	�� ���
 α = α(x) =
(a3 + C0)⊕ a3� 
�
 ��		����� ������� �� � ����	
 ���	
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������ ��
64���� �����J

T




x3

x2

x1

x0


 �−→




x3 ⊕ ( α ∧ a2) ⊕ (2x0(x1 ∨ C1))
x2 ⊕ ( α ∧ a1) ⊕ (2x0(x3 ∨ C3))
x1 ⊕ ( α ∧ a0) ⊕ (2x2(x3 ∨ C3))
x0 ⊕ α ⊕ (2x2(x1 ∨ C1))


  9!

����� ��� 6����� �
�����
� *++- � ���
��
���� ����
��B ������ �� � ���
��
����
� ���
� ��  9! ���� � �
�� ����	
 ������ ��������� 
�
� ���	�D
� ��

��	���	������
 ���� �� ��
 �����
 �������� ��� �����
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���
� ��
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� �
� �� 240 ���
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 ������� ���
 ����
��
� �� ���	
�
������� �
���� ��� 
60�1 ��� 
60�3
����� ���	� ���
 ��
� ������	
 �� �������
����
��
� �
������

��� 1

60�1 ��
� 4 ����� �� n = 32 ���� 
���� �
��
 ��
 ���
���	 ����
 ��� ��D
 128

����� ����� � ����	
����	
 6���) S1 ��
������ �� 4 ���� �� �
=�
� J

S1[16] = {3, 5, 9, 13, 1, 6, 11, 15, 4, 0, 8, 14, 10, 7, 2, 12};


�
 ��		����� �������� �� �� ��� �����
�
� J

α(x) = (p + C) ⊕ p ⊕ 2s,

��
�
 C = 0)12488421� p = x0 ∧ x1 ∧ x2 ∧ x3 ��� s = x0 + x1 + x2 + x3�
/�������� �� 
�
��
� 9 ���� So = S1 ��� Se = S2

1 � ��
 ��		����� 
��������� ��
����	
����	
 J

T (x) = (α(x) · S1(x)) ⊕ (∼ α(x) · S2
1(x)).  +!

����		�� 32 ������ ���� ��
 ������
� ���
� ���	������� �� T ��J

f(x) = (x0≪9 + x1)≪15 + (x2≪7 + x3),  ,!

��
�
 ��
 �����	 ≪ �
���
� 	
�� ��������� %�
�� �������� �� ���
 ����	� 232�
'� �� ����
� ���� ��
 �
���� �� ���� 
��������� �� 2128�

��� 2

60�2 �� ����
 ����	�� �� 
60�1� '� ��
� � ��B
�
�� 6���) J

S2[16] = {5, 2, 11, 12, 13, 4, 3, 14, 15, 8, 1, 6, 7, 10, 9, 0};

��� ��
 ��		����� ��� �����
�
�J

α2(x) = (p + 1) ⊕ p ⊕ 2s.

/�������� �� 
�
��
� 9 ���� So = Id ��� Se = S2 J

x �−→ x ⊕ (α2(x) · (x ⊕ S2(x))).

�� ����	
����	
� ����		� 32 �
����
�� ���� ��
 ������
� ��J

f2(x) = (x0≪11 + x1)≪14 + (x0≪13 + x2)≪22 + (x0≪12 + x3).
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� �� 6���)
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) ���� ��� 
60�1 �� 
60�2� '��

�� ��
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�
� �� ���

�� 2 ����� p0 ��� p1� ��� ��
 i��� 	��
�� ��
 =��� ������
� ��
 ��	�


tmp = 2 ∗ [p1]i + [p0]i ∈ {0, 3}
/�������� �� ��
 ��	�
 �� tmp� [x]i �� �����
 ����� 
���
� S� S2� S5 �� S6

��
�
 S �� ��
 ���
 6���) �� �� 
60�1�
& 
�
 ������ �������� �� �	�� ����=
� �� 
60�3� #�
 =��� ������ �� ������	�D���

4 ������	
� yi �� 32 ���� 
���� �� �
������ ��
 8 567;� ���� 
��� xi� 
�
��
��
 yi;� ��
 �
����
� �
�
����� �� ��
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 �� ��
 	
��� �����=���� 	��
� ��
��
 ���
� [x]0� 
�
�
���
 ��
�
 ��
 24 = 16 ������	
 �
����������� /��
������
��
 ������ �������� 	���� �
�� ���� 	��
 ��
 ��
� ��
� �� 
60�1 ��� 
60�2 J

f(y) = (y0≪9 + y1≫2)≪8 + (y2≪7 + y3)≫9
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9� =�� � ������ ����	������	� 	� ��� � �
����	�� 
��� ������
� � ������
��	����� �
	����� �
��
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 ���
���	 ����
 �� ��
 ���
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��B
�
�� ���������

+� =�� � ������ ����	������	� 	� ��� 	
��
� �
����	�� 
��� ������
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�������	����� �
	����� �
��

� �
����
�� ���� ��� ���
���	 ����
 �����

,� �	����� �	�� ����	������	��� #�
 ���	 ��� �
 �� =�� �
	������ ���
��	���� �
����
�� ���� ��	�� �� ���
� �� ������ � �����������
�� 7�� � ���
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�
����� ��
� �� �� ��
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� ���� �� ���
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 ���
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���
�� ��
 �����)�������� ��� ��
�
���
 �� �������� ��� �����


�
 �
�
��	 ��
� �� ���� ����
���� �� �� �
���
 ��
 ����	��
����� ������
�
�� ��
 
���������� G��	
 ��
�� 9 ��� + ��
 �	���� �	���� ������	
� �� ��� �

���� �� ������
 ��
 �����)�������� �� ��
� ,�

���
 �����		�� 	
� [xj ]ti �
��
�
�� ��
 ��	�
 �� ��
 ��� i ���� �
����
� j �� ���

t� '� ��
 =��� ��
�� �
 	��� ��� 
�������� �� ��
 ���� J

��


⊕

i,j

[xj ]ti =
⊕
i,j

[xj ]t+δ
i


 =

1
2
(1 + ε)

��� ���
 δ ��� ���� |ε| �� ��� �� ������	
� ��� ��
 ������
 �� ��
 ������� �������

60�1 ��� 
60�2� �� ����� ��� ���� �
 ��
 ��	� ���
�
��
� �� ��
 �������	��
	��
�� �
	������ �� ��
 ���� J

[xj ]ti = [xj ]t+δ
i


��� ����
������ �� ��
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 �� M��
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� ���
 t ��� ���
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��	 ����
 ���� [xj ]ti ��� �
�
��	 �
����
�� ���� [s]tk� �� ���
 t� G
 ������
 ����
�
	����� ���� ��
 =��� ��
�� �� ������ � 	��
���D
� �
	����� �� ��
 ���� J⊕

i,j

([xj ]ti ⊕ [xj ]t+δ
i ) =

⊕
k

([s]tk ⊕ [s]t+δ
k )  :!

����� �� 
���	 �� 0 ���� �������	��� 0.5 (1 + ε) ��� ���
��		� |ε| 
 0�
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�� �
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 �������������� ������� ��� �
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�� ������� G
 
)�	��� ��
 ������ �� ��		����� ��
 ���

 ��
�� �� ���
����
�����

.�� ����� ����

G
 ���� �� �����)����
 ��
 �
������ �� ��
 ����
������
 �������� �
��

� ���

t ��� ���
 t+ δ� 7� 	������ �� ��
 �����
 ��������  +!� �
 ���
��
 ���� ��
 i���
	��
�;� �����
 �
�
��� �� ��
 �����
�
� ��� ��	�� [α(x)]i� 8
�
����� �� ����
���� ��
 4 ���� �� ��
 	��
� ��
 �����
� ����� 
���
� S1 �� S2

1 J

[T(x)]i =




S2
1([x]i) �� [α(x)]i = 0

S1([x]i) �� [α(x)]i = 1

G
 �����
 ���� ��
 �����
�
� �� �������	� ���������
�� 
�
�

�� ([α(x)]i = 0) = �� ([α(x)]i = 1) =
1
2

��� i �= 0� 
��� ����
��� ��� �

� �
��=
� 
)�
���
���		�� G
 ��������� � ������
��

 �
�������� ��
 �����
 �� ��
 i��� 	��
�  �

 �����
 9!� G
 ����� ���� ��

S3(a)

S4(a)

S4(a)

S5(a)

S4(a)

S5(a)

S5(a)

S6(a)

S2(a)

S3(a)

S3(a)

S4(a)

S2(a)

S(a)

a

	
�
	 0 	
�
	 1 	
�
	 2 	
�
	 3

[x]i [T(x)]i [T2(x)]i [T3(x)]i


��� �� �	!! ��� 1�	��� 	�! 	% ��� i��� ����� %	� ����1

������� 4���� ��	�
 a ��� 
��� ������ ����
������ �� � ��	�
 �� [α(x)]i� /��
�
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S1� 5
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i �
 ��
 ����
� �� ������
��
 �� Si
1 �� ��
 	
�
	 j �� ��
 ��

� 
�


��
&��
��� Kj
i ��� �
 ������
� �� ��
 �����	�J

Kj
i =

(
j

i − j

)
���� i ≥ j.

N���� ��
�
 ��
&��
���� �
 ��� ������
 ��
 �������	���
� �� 
��� ������ ��	�
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 �� a� 
�
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���� ��� 	��
�� �����)��������
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� �� ���
 t ��� �� ���
 t + j� '� ��
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60�1�
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�� Si

1 �� ��
 6���)� 
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�� ��� i = 4, 8, 12
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j � |ε| j � |ε|
� ������ ������ � �����	 �����
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 �� �
��� j ��� ������
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��
 ���
 ��� ��
 4 ����� ����!� G
 ���
��
 ���� ��
 ������
�� ���� ��
 ������
�
���� j = 3, 5, 8, 11� /� 
)���	
 �� ���� 	��
�� �����)������� �� J

��
(
[xi]t1 ⊕ [xi]t+3

1 = 1
) 
 0.64 =

1
2
(1 + 0.28).
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�
�� a0 ��� a1� �
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)��
�� ��
 i��� ��� �� ��
 �
��	� �� ��
 	��
��

)��
����� J

[a0]i ⊕ [a1]i ⊕ Ri

��
�
 Ri �
�
��� �� 	��
�� < i�
0�����
� ��
 �������� �� n ���
�
�� �� 32 ���� ��		
� a0, . . . , an−1� G
 ���


A =
∑n−1

k=0 ak ��� R(i) ��
 i��� ������ ��� n = 2 �
���� ��
 ����� �� ����	� ��

���� ��� ���
 �
�
��		�� �� �� �� ���
�
� �����		� �
=�
� �� J

R(i) =
∑n−1

k=0 (ak mod 2i) − (
∑n−1

k=0 (ak mod 2i)) mod 2i

2i
.

���� R(0) = 0� 
�
 	��
���D
� 
)��
����� �� ��
 i��� ��� �� A �� ���
� �� J

[A]i =

[
n−1∑
k=0

ak

]
i

= [R(i)]0 ⊕
n−1⊕
k=0

[ak]i.  @!
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 ������ �������� �� ������
� �� �� �������� ���� 2
�
���  E = x0≪9 + x1! ��� �� �������� ���� 3 �
���  S = E≪15 + x2≪7 + x3!
��
�
 S �
��
�
��� ��
 ������� .
��
� ����� 	��
���D
� �
	������  @!� ��� ��� ���
i �
 ���
J 


[E]i = [x0](i+23) ⊕ [x1](i) ⊕ [RE(i)]0

[S]i = E(i+17) ⊕ [x2](i+25) ⊕ [x3](i) ⊕ [RS(i)]0

��
�
 RE ��� RS �
��
�
�� ��
 ����� ��� ��
 2��
�� ��� 3��
�� �������� �
�
��
����
	�� /		 ���
)
� ��
 ���
� ����	� 32� G
 ��� ���
 ���� RE(i) ∈ {0, 1}
��� RS(i) ∈ {0, 1, 2}� ����		�� �
 ������ J

[S]i = [x0](i+8) ⊕ [x1](i+17) ⊕ [RE(i + 17)]0 ⊕ [x2](i+25) ⊕ [x3](i) ⊕ [RS(i)]0.
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����M�� �������	���
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 �
����
� ����� (�� ��
 ����	
� �� �� �
�
����
 ��

����M�� �������	���
� �� ��
 ����� ���� �
��

� t ��� t + 3�

.�$ ��� ���� %�	����� 	� �������
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G
 �
=�
 ��
 O�
�
��	 �����O �� [RG(i)] = [RE(i+17)]⊕[RS(i)]� G
 �	�� ��		
XRG(i) = [RG(i)]t0 ⊕ [RG(i)]t+3

0 ��� Xj(i) = [xj ]ti ⊕ [xj ]t+3
i � ���� ��
 ��
�����

�
������ �
 �
� J

[S]ti ⊕ [S]t+3
i = XRG(i) ⊕ X0(i + 8) ⊕ X1(i + 17)⊕ X2(i + 25)⊕ X3(i)

���� ��
 =��� ��
�� �
 ���� ���� ��(Xj(i) = 1) = 1
2 (1 + εj

i )� 
�
 ����
� εj
i
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� �� 
��	
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 ��	� �
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�� �� XRG(i)�
%)�
���
���		�� �
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��
� ����

��(XRG(i) = 1) =
1
2
(1 + εG

i ) ���� |εG
i | 
 0

��� ���� εG
i �����
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�
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G
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 ��
 ��		����� �������	����
�������� ���� ��
 	
��� �����=���� ��� i = 0 J

��i(a, b, c, d) P ��  (RS(i)t = a) ∧ (RS(i)t+3 = b)
∧(RE(i + 17)t = c) ∧ (RE(i + 17)t+3 = d))

��� �		 ������	
 a, b, c, d ∈ {0, 1, 2}2 × {0, 1}2� 
� ������
 ��i+1(a, b, c, d)� �


)����
 �		 ���
� �� 	��
� i J �
 ��� �		 ��	�
� �� ��
 �
��� �� ��
 ��������� �

��� �		 ��	�
� �� ��
 �����
� �� 	��
� i� ��� �
 ������
 ��
 �
� �����
�� %���
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�� �� 	��
� i �� ��������
� ���� ��� ����
�������� �������	���� ��� �
 ����
�
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���������	� ��
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� i + 1� /��
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)������� �		 ���
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 ����
��i+1(a, b, c, d)� 
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�� i ��� 2��� �� ��
 �
)� 	��
� ��
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 �
�
��	 ����� �� J

��(XRG(i) = 1) =
∑

a,b,c,d|
��(a)⊕
��(b)⊕c⊕d=1

��i(a, b, c, d).
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����
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 ���� �� �����=
�
�� ���� ��� � ���� ε� �� �� �
		 ����� ���� ����� ε−2 ����	
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)���	
� ������
� ��
 	��
� i = 1 �� ��
 ������� G
 ���


[S]t1 ⊕ [S]t+3
1 = XRG(1) ⊕ X0(9) ⊕ X1(18) ⊕ X2(26) ⊕ X3(1)

/������� ��
 �
��� ��
 ���
�
��
��� ��
 ���� ��
 2��� ��	���	�
�� ��

��
(
[[S]t1 ⊕ [S]t+3

1 = 1
)

= 0.5 (1 + εD)

���� J

εD = ε(X0(9)) × ε(X1(18)) × ε(X2(26)) × ε(X3(1)) × ε(XRG(1))
= 0.2834 ∗ 0.2824 ∗ 0.2732 ∗ 0.2812 ∗ (−0.0874)
= −2−10.86
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)��� �� ε−2
D 
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���� Xi(0) �� ��
 	��
�� �����)��������� ��� �������
� �
 ��� ��
���� [S]t0 ⊕
[S]t+3

0 ⊕ X3(0) ����� �� ����
� ����

ε = −0.2826 ∗ 0.2818 ∗ 0.2826 ∗ 0.1906 = −2−7.86
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����� 
��� 	��
� �
�
��� �� ��
 �
�� ���� ���� ��� �

������ ��� ��
 =��� ��
� �� ��
 ������� ��
 ���� �� ε = −2−7.86 �� �
 �

�

M = ε−2 = 215.72

�
����
�� ���� �� =�� ��
 ����
�� ��
��� 
�
 ���
 ����	
)��� �� �����

T = 215.72 × 24 = 219.72
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 ���� ���
�

	��
� �� �	!! ��� ����#) �#������ %	� ����1

�����
��� ��������

��������

��������

��������

������ � 

���!� �����

����

��������

����

����"�#��$

� � � � 2−7.86 219.72

� � � � 2−9.03 222.06

� � � � 2−9.41 222.82

� �� � � 2−9.29 222.58

	 �� � � 2−9.33 222.66

� �� � � 2−9.39 222.78

� �� � � 2−9.31 222.62

� � � � 2−7.48 218.96


 � � � 2−6.04 216.08

� � � � 2−7.21 218.42

�� �� � � 2−7.47 218.94

�� �� � � 2−7.46 218.92

�� �� � � 2−7.49 218.98

�� �� � � 2−7.51 219.02

�	 �� � � 2−7.50 219.00

�� �� � � 2−4.81 213.62

�� 
 � � 2−6.07 216.14

�� � � � 2−5.76 215.52

�
 �� � � 2−5.64 215.28

�� �� � � 2−5.63 215.26

�� �� � � 2−5.69 215.38

�� �� � � 2−5.66 215.32

�� �	 � � 2−5.64 215.28

�� �� � 	 2−2.94 29.88

�	 �	 � 	 2−3.84 211.68

�� � � 	 2−2.39 28.78

�� � � 	 2−3.52 211.04

�� �� � 	 2−3.82 211.64

�
 �� � 	 2−3.81 211.62

�� �� � 	 2−3.82 211.64

�� �� � 	 2−3.83 211.66

�� �	 � 	 2−3.82 211.64
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[T(x)]i =




[x]i �� [α(x)]i = 0

S2([x]i) �� [α(x)]i = 1
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�� �
 ���
 J

α()) = (p + 1) ⊕ p ⊕ s

��
�
 s = x0+x1+x2+x3� 
�
 �
�� (p+1)⊕p �� �
�
��		� 
���	 �� 0  
)�
�� ���
��
 	
��� �����=���� ���������!� �� �� ��
� ��� �
�		� ����
�� 7
���
�� �
 ��� ���

���� s ��� � ����M�� �������	��� �	����	� ��B
�
�� ���� 1/2 ��
 �� ��
 ���
�������
���� ��
 
��������� �����
� '��

�� ��� 
)�
���
��� ����
� ���� J

��
(
[α(x)]ti ⊕ [α(x)]t+1

i = 1
)

�	����	� �
����
� ���� 1
2 �


�
�
���
 ��
 ������
� �� ��
 ��

 ��
 ��� �
��
��	� ��	���
�� 	��
 �
 ���
���
� �
���
� 
��� �
��������
� ����
����� �� �
�	����	
 �� ��
 ���
 �� 
60�1�
��� �� ��������� ��� 
60�2� G
 ����=
� ���������	� ��
 �������	��� �� 
���
	
��� /��
� ��
�
 ����
������� ����
� �������	���
� ���
�� 	��
 �� ��
 ���
 �� 
60�
1� �� ������
���� δ = 2� .��
�
�� ��
 ����
� ��
 ��� ��
 ���
 ��� �		 �
����
���
'� �������	��� ��
� ��
 ���		
� ��� x0 ���� ��� x1� x2 ��� x3  �

 
��	
 H �� ��

/��
���)!�

/�
 ���	�� ����

'� ���� ���� �� ��
 ������� �
 ��
 
)���	� ��
 ���
 �
������
 �� ��� 
60�1 ����

��
 ������ ��������� �� ��
 ��� ����
�� 	��� �	��
� '� 
60�2� ��
 ������ ��������



��
� ��� 2��
�� ���������  E1 = x0≪11 + x1� E2 = x0≪13 + x2! ��� ��
� �
4��
�� ��������  S = E1≪14 + E2≪22 + x0≪12 + x3!� G
 �
�J

[S]i = [x0](i+7) ⊕ [x1](i+18) ⊕ [RE1(i + 18)]0 ⊕ [x0](i+29) ⊕ [x2](i+10)

⊕[RE2(i + 10)]0 ⊕ [x0](i+20) ⊕ [x3](i) ⊕ [RS(i)]0

G
 �
�
=�
 ��
 �
�
��	 ����� [RG(i)] = [RE1(i + 18)] ⊕ [RE2(i + 10)] ⊕ [RS(i)]
��� XRG(i) = [RG(i)]t0 ⊕ [RG(i)]t+2

0 � 7� �
����� Xj(i) = [xj ]ti ⊕ [xj ]t+2
i ���

��������� ��
 =��� ��� ��
 �
���� ��
�� �
 �
�J

[S]ti ⊕ [S]t+2
i = X0(i + 7) ⊕ X0(i + 29) ⊕ X0(i + 20)

⊕X1(i + 18) ⊕ X2(i + 10) ⊕ X3(i) ⊕ XRG(i)

G
 ��
 ��
 �
���� �� 6
����� @�, �� ��
���� ��
 ����M�� �������	���
� �� ��
 ����
��
�� ���� � �
������
 �	�������� 
�
 �
��	�� ��
 ���
� �� 
��	
 H �� ��
 /��
���)�

/�$ ����� ����

'� ���� ��
� �
 ��� 
)
���
 � �������������� �� � �
� �
���
�� ������� 
��� ��
� ��

)���	� ��
 ���
 �� ��� 
60�1J ����� ��
 ����
� 	��
�� �����)�������� �
 ������
��
 �� ��
 ��
 32 	��
�� �� 4 ����� 
�
 ��&��	�� �� �� =�� ����� ����
� 	��
��
�����)������� �� ��
 �
�� ��� 
��� ������ G
 ���
 �� 
��	
 F �� ��
 /��
���) �
������	
 �����
 ��� 
��� 	��
� ��� ��
 ����
�������� ����	
)���
�� G
 =��		� �
�
�� ������ �
���
���� ��
 ������	 �
� ���� 244.1 ���� ��� 248.1 ���
�

' ��� ����3 ��
�

6���
 
60�3 ��� ���
 �������	�� �
����
� ������
� �� ��
 ��� ��
����� �	���
������� ��
 ���	������� �� ��
 ������ �� ��� 
)���	� ��
 ���
� .��
�
�� �� �����	�
��		��� ��
 ���
 ����
�����

0�� ����� ����


�
 �������� �� ��� 	��
� [x]i �� ��
 ����
 ��� ���		 �
 �
��
�
��
� �� � ���� 

	������� �����	�� �	������ �� �� �� 	���
� � ������ ��

  
��� ���
 ��� 4
������
�!� 5
� �� =��� ������
 ���� ��
 �����
�
� ����� ��
 �������	� ����
������
�� 
�
�� ���
� ���	���� ��
 
���������� [T (x)]i ��� �������	��� 1/4 �� �


���	 �� ��� �� ��
 Sj([x]i)� ��� j = 1, 2, 5, 6� 6���	��	�� ���
� t �����
�� ��

��� 
���	� ������
 ��
 �������	��� ��� [T t(x)]i �� �
 
���	 �� 
��� ���
� �� ��

6���)�� 
��� �� �������D
� �� 
��	
 :� 
�
� �
 ��� ���	� 
��
����		� ��
 ���

���	���� ���� ��� 
60�1 ��� 
60�2� .��
�
�� �
�
 �
 ��
 ��� ���
�
��
� ��	� ��
����M�� ����
���
�� 5��
�� �
	������ ����	���� ��
 ����� ��� ��� �����
� ������
��� ��� �
 �� ���
�
��� �
����
 ��
 �
����
�� ��
 �
����
� �� ��
 ������ ���������

� ��$�$��� ���� S16 = I



	��
� �� 1*��	��� 	� 	% ��� ���� %	� ����33 ��	��� � �� ���� [T t[x]]i = Sj([x]i)

j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
t = 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
t = 1 0 1/4 1/4 0 0 1/4 1/4 0 0 0 0 0 0 0 0 0
t = 2 0 0 1/16 1/8 1/16 0 1/8 1/4 1/8 0 1/16 1/8 1/16 0 0 0
t = 3 0.047 0.047 0.016 0.016 0.047 0.047 0.016 0.047 0.141 0.141 0.047 0.047 0.141 0.141 0.047 0.016
t = 4 0.039 0.063 0.094 0.063 0.023 0.031 0.047 0.031 0.023 0.063 0.094 0.063 0.039 0.094 0.141 0.094

�� �
 ��� ������
 ���� �
	������ �� ��B
�
�� �
����
�� �� ��
 �
)� ��
�� �� ��

������� 6� �
 ����� �� ��
 	��
�� �
	������ �� ��
 ���� J

[xj ]ti = [xj′ ]t+δ
i  3!

��� ��� ��B
�
�� �
����
� ���
)
� j, j′ ∈ {0, 3} ��� ��� ���
 �
��� δ� G��	
 ��

6���) �� 
60�3  ��
 ���
 �� ��
 ��
 ��
� �� 
60�1! ��� ���� ����M�� ����
���
��
���� ������
� 	��
�� �����)�������� ���
 ��� �

� ���
� ���� ������� �� ��

�
����
���

	��
� �� ��	��� � �� ���� [xj ]
t
i = [xj′ ]

t+δ
i

%��� δ = 1

�������&����
'�����

[x0]
t
i [x1]

t
i [x2]

t
i [x3]

t
i

[x0]
t+1
i 0.5 0.53125 0.46875 0.5

[x1]
t+1
i 0.46875 0.5 0.5 0.46875

[x2]
t+1
i 0.5 0.53125 0.5 0.53125

[x3]
t+1
i 0.53125 0.5 0.46875 0.5

%��� δ = 2

�������&����
'�����

[x0]
t
i [x1]

t
i [x2]

t
i [x3]

t
i

[x0]
t+2
i 0.515625 0.515625 0.5 0.5

[x1]
t+2
i 0.5 0.515625 0.46875 0.5

[x2]
t+2
i 0.5 0.5 0.515625 0.515625

[x3]
t+2
i 0.5 0.5 0.5 0.515625

%��� δ = 3

�������&����
'�����

[x0]
t
i [x1]

t
i [x2]

t
i [x3]

t
i

[x0]
t+3
i 0.51172 0.49610 0.51172 0.50391

[x1]
t+3
i 0.50391 0.51172 0.49610 0.51172

[x2]
t+3
i 0.49610 0.48828 0.51172 0.49610

[x3]
t+3
i 0.48828 0.49610 0.50391 0.51172

���� 
��	
 :� �� �� 
��� �� �
���
 ��
 �������	��� ���� �
	�����  3! ��	���
��� ��� ���� �� ��������� (j, j′)� 
�
�
 �
��	�� �� ��� �
�
�� �� ����� 	��
�
i �
 ������
� �	������ ���
 ���
 
B
��� ��
 ���
��
� �� ��
 	
��� �����=����



����������� 
�
 �
��	�� ��� �
����� ��	�
� �� δ ��
 ���
� �� 
��	
 @� 
�
� ���

�

� �
��=
� 
)�
���
���		�� �� ������� ��
 ����
� �� � ������ ������	 ����
�

0�
 ���	�� ����

'� ��
 ���
 �� 
60�3� ��
 ������ �������� �� ��� ���
��	� ���	�
� �� ��
 ����

�
����
��� ��� �� 4 �
����
�� y0, y1, y2 ��� y3 ����� ��
 �������
� ��� �
����
�
����
� �� ��
 ����
 �
����
�� x0, x1, x2 ��� x3� ����� �
 	��
���D
 ��
 ������ �����
���� �� �
 ��� ��� 
60�1 ��� 
60�2 J

[S]i = [y0](i+17) ⊕ [y1](i+26) ⊕ [y2](i+2) ⊕ [y3](i+9) ⊕ [RG(i)]0

��
�
 RG(i) �� ��
 O�
�
��	 �����O� �
=�
� �� �
���
� 
�
�� �
 �
�	��
 ��

���� ���� ��
 �
����
�� yi �� ��
 ����������
 ���� ���� ��
 ����
 �
����
�� xi�
7
����
 �� ��
 ���������� ��� ��
 �
���������� �
 ���
 [yj]i = [xπ(j)]i+8 ��
�

π �� � 4���� �
��������� �
�
����
� �� ��
 	��
� [x]0 �� ��
 ���
���	 ����
� 
�

	��
�� �����)�������� �
�
�� �� ���� �
���������� 6�����
 ���� �
 ��
 �� ��

�������	�� ���
 ��
�
 J

[x]t0 = 4


�
� ��
 �
)� ��	�
 �� ���� 	��
� �� J

[x]t+1
0 = 1

5������ �� ��
 �
���������� π ��������
� ���� ��
�
 �������	�� ��	�
�� �
 �
�

[S]ti = [x0]t(i+25) ⊕ [x1]t(i+34) ⊕ [x3]t(i+10) ⊕ [x2]t(i+17) ⊕ [RG(i)]t0

���

[S]t+1
i = [x1]t+1

(i+25) ⊕ [x0]t+1
(i+34) ⊕ [x2]t+1

(i+10) ⊕ [x3]t+1
(i+17) ⊕ [RG(i)]t+1

0

N���� ��
 
��	
 @� �
 ���
��
 ���� J

��([x0]t(i+25) = [x1]t+1
(i+25)) = 0.46875

��([x1]t(i+34) = [x0]t+1
(i+34)) = 0.53125

��([x3]t(i+10) = [x2]t+1
(i+10)) = 0.53125

��([x2]t(i+17) = [x3]t+1
(i+17)) = 0.46875


�
�
 4 �������	���
� ��
 �� ��
 ���� 0.5 (1 ± 2−4)� G
 ���
� �� ������
� ���
�
��	�
� �� [x]0 ���� 4� ��� �� �

�� �� �
 ��
 �
�� �����
� ����
 ��
 ����
�� �����
���	���
� �� 
��	
 @ ���
��� 0�������� ��
 ��� �
	������ �� �������� t ��� t + 1�
�
 �
� J

[S]ti ⊕ [S]t+1
i = [RG(i)]t0 ⊕ [RG(i)]t+1

0

� �	����� �� �	 ����1 	� ����2� ���!� ! �� �6�#�! ��� �	� �	���� �� %	� ����3� ! �#�
�����! 0 �	 7 ��� � !#����� �� ��� 	����� %��#� 	�



���� �������	��� 0.5 (1 + ε) ��� |ε| = (2−4)4 = 2−16�
5��
 ��� 
60�1 ��� 
60�2� ��
 �����
� ���� ��
 ��������� ����	�
� �� ��


������ �������� ��
 ��� ���
�
��
�� ���� 
��� ���
�� 6� �� �� ��� 
��� �� 
)�
��
�� ����	� ��
 �������	��� ���� [RG] �����
� �
��

� t ��� t + 1� 5��
 �
���
�
���
	��� ���� ��
���
��� �� � ������ ����� ���	� ������
 ���
 ��
���
 �
�
��	��� ��� �
 �����
 �� �
����
 ��
 �������	��� 
)�
���
���		� ��� ��
 ���
 ��
����	������ $
��	�� ��� �
�
��	 ��	�
� �� i ��
 ���
� �� 
��	
 3� ��� ���
 �
		�

	��
� �� ����3 3 < �! $��!���� �*��� $������� 	� ��� �����

�������� ��([RG]ti ⊕ [RG]t+1
i ) �������� ��([RG]ti ⊕ [RG]t+1

i )

i = 0 0.5001 i = 16 0.4993

i = 1 0.4921 i = 17 0.4998

i = 2 0.4968 i = 18 0.4997

i = 3 0.4989 i = 19 0.4998

i = 4 0.5001 i = 20 0.5003

i = 5 0.5003 i = 21 0.5002

i = 6 0.5004 i = 22 0.4996

i = 7 0.4999 i = 23 0.4452

i = 8 0.4442 i = 24 0.4862

i = 9 0.4871 i = 25 0.4962

i = 10 0.4967 i = 26 0.4995

i = 11 0.4999 i = 27 0.5003

i = 12 0.4996 i = 28 0.5005

i = 13 0.4997 i = 29 0.4997

i = 14 0.5002 i = 30 0.4996

i = 15 0.4997 i = 31 0.5007

����
� ���������  ������		� ����
 �
�
 ��
 �� ��
 �����
� �� �������

� �� �
 0!�
��
 �������	��� �
����
� �����=����	� ���� 0.5� G
 ���
��
� ����
� �� ���� ��
ε 
 2−3 ��� O����O ��������� ���� �� i = 8 �� i = 23� /� � ����
��
��
�

[S]t23 ⊕ [S]t+1
23

�� 
���	 �� 0 ���� �������	��� �� 0.5 (1 + ε) ��� |ε| 
 2−16 × 2−3 = 2−19�

��� ���� �� ��	� ��	�� ��
� [x0]t = 4� ����� �� ��
 ���
 ��� 
)���	� ��


�������� ��
� 16 �� ��
 �
����
�� �
��
��
� '� �� ��������������� �� �
�
����

����� ��������� ����	� �
 ���	�D
� �� �
 ��
�� ��
 4 567;� �� ��
 ������	 ����
�
'� ��
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)� �
������ �
 ���� ��� �� 
)�	��� ���� ���� ��� �������������� ���
�
���
���
�� ��������

0�$ ����� ����

'� �
 
)�	��� ��������� 8 �� 23 �� ��
 ������ ����� �
 ����
� �� ��
 ��
�����
�
����� � ���� �� ��
 ���
� �� ε = 2−19� 
��� ��� �
 ��
� �� ����������� 
60�3;�
������ �
��
��
 ���� ������ ����� ������
� ε−2 = 238 ����	
� ��
 ���
�� 6���

��	� ��
 �������� ��� �� 16 �� ��
 ������ �
��
��
 �� ��
��	� �� �
��� ���� J

M = 16 × 238 = 242



������ ����� ��
 �

�
�� '� ��������� �
 ���� ��� �		 ��	�
� ��� ��
 ������	 ����
;�
567� �� ��
 ���
 ����	
)��� �� �����

T = 24 × 238 = 242

����������� ��
���

� ����� � �
���
���
�� ������� �
 ����� �� ��
����� ��
 9 	
��� �����=����

	��
�� �� ��
 ������	 ����
  36 ���� �� ����	!� �� ���
� �� ��
���� [x]t8 ��� �		 t� 
���
	��
� �� �	�� ��
 	
��� �����=���� 	��
� �� ��
 �
����
�� yi� ��� �� ����� ��� ���� ��
�� �	�� ��
� �� ��
 �� ��
 O�
��O 	��
�� �����)�������� J [S]t23 ⊕ [S]t+1

23 �

�
�
���
� �
 ��� 
	������
 ��
 �
�� �� ���� �����)������� ����� ����
��
�

��
 ���� ���� 2−19 �� 2−15� #��
 �
 ����� ��
 ����
�� ��
�� ��� ��
�
 36 ����

����� �� �� ��������������� �� �������
 ��
 ������� 	��
 �
 ��� ��� 
60�1 ��� 
60�
2� 
�
 =��� ��
� �� �	
��	� ��
 ���� 
)�
����
� �
����
 �
 ���� ��
�� 36 ���� ��
��
 ���
 ���
� 6�� ��
 ���
 ����	
)��� ��

T = 236 × (215)2 = 266

����������� ��
��� 
�
 ���� ����	
)��� �� ���� ������ �� ��	� J

M = 16 × 230 = 234

������ ������
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�
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 ���
�� ����
� 
60�3 ��
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� � � � 2−21.76 247.52

� �� � � 2−20.79 245.58

� �	 � � 2−18.66 241.32

� � � � 2−19.36 242.72

	 	 � � 2−18.46 240.92

� � � � 2−19.28 242.56

� � � � 2−19.70 243.40

� � � � 2−19.52 243.04


 
 � � 2−19.60 243.20

� �� � � 2−17.22 238.44

�� � � � 2−14.84 233.68

�� 	 � � 2−13.95 231.90

�� � � � 2−14.77 233.54

�� � � 	 2−12.91 229.82

�	 �	 � 	 2−11.80 227.60

�� � � 	 2−12.83 229.66

�� � � 	 2−13.25 230.50

�� � � 	 2−13.07 230.14

�
 
 � 	 2−13.15 230.30

�� � � 	 2−13.04 230.08

�� � � � 2−10.65 225.30

�� �	 � � 2−7.28 218.56

�� �� � � 2−9.01 222.02

�� � � � 2−6.45 216.90

�	 	 � � 2−5.56 215.12

�� � � � 2−6.38 216.76

�� � � � 2−6.80 217.60

�� � � � 2−6.62 217.24

�
 
 � � 2−6.70 217.40

�� � � � 2−6.59 217.18

�� �� � � 2−6.56 217.12

�� �� � � 2−6.62 217.24


